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Yorwort

Entwurf und Berechnung faserverstdrkter Konstruktionen stellen Anfor-
derungen an den Ingenieur, die erheblich umfassender sind als man es
von Ausfiihrungen mit konventionellen Baustoffen her gewohnt ist.

Die Arbeit des Ingenieurs wird weiterhin dadurch erschwert, daB die
technische Literatur bisher keine entsprechende Unterlagen aufweist,
die die Faserverbundauslegung einigermaBen vollstindig behandelt.

Es ist deshaldb das spezielle Ziel dieses Werkes, hier eine Liicke zu
schlieBen. Dabei erscheint es dem Verfasser als besonders vordringlich,
dem Leser ein Beurteilungsvefmﬁgen fir die von der Werkstoffseite

und der Fertigung gelieferten Faser-VerbundgréBen zu vermitteln. Um
den Rahmen dieser Zielsetzung nicht unndtig anwachsen zu lassen,
erfolgt werkstoffseitig die Hauptausrichtung auf Kohlenstoffaser-
verbund. Die Ausfiihrung der Kapitel elastizitatstheoretischen Inhalts

gestaltet sich je nach Bedarf in tensorieller oder Matrizen-Schreib-
weise,

[
Die vorliegende Arbeit stiitzt sich auf ein Geriist vieler, verstreu-
ter, groBerer und kleinerer Verdffentlichungen. Ihre Erganzung und
Verschmelzung mit Ausarbeitungen des Verfassers erfolgte unter dem
Blickwinkel: Uber was alles sollte der Festigkeitsingenieur bei der
Auslegung Bescheid wissen? Dieser Blickwinkel scheint vielleicht
beim Lesen einiger EKapitel - z.B. Wickeltechnik - zu groB sein. Er
ist aber nach den Erfahrungen des Verfassers unbedingt notwendig,
weil, wie die Praxis zeigt, allein gute Kenntnis der Zusammenhinge
ein schnelles Auffinden von Fehlern gewdhrleistet. Das gilt beson-
ders fiir faserverstirkte Konstruktionen.

Beim Lesen der Korrekturen halfen die Herren Hans Thiem, Wolfgang
Erel, Uwe Kolberg und Giinther Sprau. Die Anfertigung vieler Ab-
bildungsvorlagen besorgte Frau Vera Schrot, das oftmalige Manus-
kriptschreiben hauptsidchlich die Ehefrau des Verfassers.

Zum SchluB dankt der Verfasser der Maschinenfabrik Augsburg~Nirn-

berg AG fiir die Ubernahme der Vervielfdltigungsarbeiten des Buch-
manuskrptes.

Dachau, im Dezember 1975
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Aufstellung der verwendeten Symbole

Abkiirzungen:

AVV (= BD)
BD, UD
BFK, CFK, GPK
ChFK

IGL

DKI

DU

K

Bl

EP, UP
BESZ

EFZ

I'B

TRl

K

-

Ty
Hi, HT
IKV
IIJS
I1LSS
K0S
(v
LEFM
MSV
HDT
KOL
R
RT
Tex
v
WAK
ZFB

Ausgeglichener Winkelverbund (t1=t2)
Bidirelktional, unidirektional

Binige Verbundarten (im engl. BFRP, CFRP, GRP)
Cheniefaserverstirkter XKunststoff
Differentialgleichung

Deutsches Kunststoffinstitut
Dornumdrehungen
Flastizitatskoeffizienten (EXY usf.)
Elaslizitdtematrix

Epoxidharz, ungesittigtes Polyesterharsz
Ebener Spannungszusiand

Ebener Forminderungszustand

Faserbruch

Finite Blement Methode

Faserverstirkter Kunststoff (im engl. FRP={ilament
reinforced plastic)

Fasergewickelt
High Modul-, High Tensile-Fasemrn
Institut fiir Kunststoffverarbeitung

-Interlaminare Schubspannungen

Interlaminare Scherfestigkelt
Koordinatensysten

Kreuzverbund (0°/90°, t, = ‘c2)
Lincar Elastic Fracture Mechanics
Mehrschichtenverbund

¥on Degstructive Testing

- Naval Ordnance Laboratoxy

Reaktionsharz

Rawntemperatur

Gramm Faden/km Linge
Unidirektionaler Verbund
Wirmcausdehnungskoeffizienten
Zwischenfaserbruch
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Lateinische Buchstaben:

N}

e}
N‘f i N‘P

y Ny

N, N, Ny
Nyg 1 Nog™ | Ngyt??
N-‘)-F,N‘} (1) N ’2)

Nd. 1 N 30
N‘F(ﬂ

()

{(2)

Auslegungsfaktor, Querschnittsflédche
Abminderungsfaktbren

Gesamtzahl der Fdden im Querschnitt
Probendicke, Biegesteifigkeit
Verzerrungsgrifenmatrix

Bandbreiten

Elastizitdtsmatrix (Steifigkeit), engl. atlffneus
Dehnsteifigkeit matrix
Flastizitétsmodul |

E-Modul der Lage

Uber der Wanddicke gemittelter E-Modul
Elastizitdtstiensor

Funktional

Schubmodul

Mittlere Xriummung

Jakobianmatrix

GauBsche Krimmung, Vielfeches der Standard-
abwelchung

Steifigkeitsmatrix

Strulkturfaktor

Charakteristische GriéBen fir Fas serverstirkuagen
Spannungsintensitétsfaktoren versch, Belastungs-
félle
Spannungsintensitits
KC—Wert fir Lrz,
K. ~Wert bei SpannungeriBkorrosion, VWerkstoff--

Tc
grofie

faktor hei Sprédbruchbeginn
Minimum won Kc’ Verkastoffgriolie

Spannungsintesitidtsgefdllie

Baulinge

Charakteristische Schaleaabmessungen
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Qberfliache

Kraft

Radius, Spanmugsverhdltnis
Krimmungsradius in der Meridianebene
Normalkriimmung des Breitenkreises
Statistische Sicherheit

Flastizitdtsmatrix (Nachgiebigkeit), engl.
flexibility matrix

Teilungszahl

Pransformationsmatrizen

Unterdeterminante der Mafrix
Variationskoeffizient, Streuung der Stichprobe
Wickelzugkraft

Pransformationskoeffizienten

Halbe InnenriBlinge, RandriBlinge, det (Cup )
Metriktensor der Schalenmittelfliche
Kritische RiBlinge (critical)
AnfangsriBlinge (initial)

Plattensteifenbreite, Determinante, Zylinderab;
schnitt bei planarer Wicklung

Kriimmungstensoren der Schalenmititelflidche

Halbe RiBbdbreite

VWerkstoffgrifen fir RiBwachstum bei Wechsellast
Reduzierte Steifigkeitsziffern

Tengorielle Steifigkeitgziffern

Reduzierte Steifigkeitesziffern der Einzelschicht
Radius der Poloffnung (PolmaB)
Poloffnungsverhéltnis

Matrix der Ansatzfunktion

Metriktensor des Raumes

_RiBausbreitungskraft

Anzahl der Wickelbinder

Gewichtsverhdltnis der Fasermenge in Beanspruchungs-
(Kett~)richtung zur Gesamtfasermenge

Lingenabmessung
Packungsdichte
Momententensox

Anzahl gleicher Gewebhe- oder Rovingschichten
im Laminat

Normalkrafttensor
Zahl, der einen Breitenkreis kreuzenden Pédden
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n; + Komponenten des Normaleneinheitsvektors

pt, et Komponenten des Lasivektors bzw. Momentenvektors

[p] Matrix der volumenbezogenen Korperkrifte

Pae s Pa Betrietsdruck, Bersidruclk

Q% Schubkrafttensor

g,9 Gewicht je Flicheneinheit einer Gewebelage, eines
Verbundwerkstoffes

roat, z Zylinderkoordinaten

r,ad, 9 Kugelkoordinaten

re Innenradius des Fittings

v Radius des oheren Isotensoidhodenendes

3 Wegkoordinate, Standardabweichung der
Sticlhiprobe

Sij Reduzierte Nachgiebigkeitsziffern der Einzel~

. schicht, engl. compliances

5:: Tensor. Nachgiebiglkeitsziffern

s Sicherheitsfaktor

t Schalenstirke

X Mittelwert der Stichprobe

x* Geradlinige Koordinateﬁ (kartes. Ramm)

y* Krumalinige Koordinaten des Raumes

Griechische Buchstaben:

Ptn Christoffelsymbol

i Potential (raumbezogen)

@“,@ Krummlinige Koordinaten des Schalenrauvmes

o Verdnderlicher Wickelwinkel =zwischen Faden
undMeridianebene (Winkel auf der Oberfliche)

dwa&«)quhnu¢ Lineare Widrmeausdennungskoeffizienten

B Umnschlingungswinkel

3 Variationskoeffizient der Gesamtheit, spezifi-

sches Gewicht, Vickelwinkel zwischen IMittel-
ebene und planarer Ebene

34}, Y Verzerrungstensor

I Techn. Verzerrungsgriflen
& Variationszeichen

53 Kronecker-Delta



{81 - Matrix der Knotenverschiebungen

Eij 1 Eup Dehnungen

O Temperatur

H Reibungskoeffizient, Lamésche Konstante,
Mittelwert der Gesamtheit

e Iransformationswinkel

L9 Bezogene kartesixhe Xoordinaten

k Korrekturfaktor

A Schalenaschlankheitisparameter

1 = 10" mm Mikron

Vi Querkontraktionszahl (1. Index gibt die Richit-
ung an, 2. Index die Ursache)

X Schnittrichtung

¢le Potential pro Volumeneinheit

(1 Normalspannung, Standardabweichung der
Gesamtheit

T Schubspannung

T pof Spannungstensoren

? ., Ya Yoo Faservolumenanteil des Verbundes

v Fagergewichisanteil des Verbundes

Deutsche Buchstaben:

Basisveklor des verformten Kbrpers

Fg

Orisvektor des verformten Kérpers

4 Spannungsvektor in der Deckfliche des Tetraeders

4 Schnittkrafivektor des Volumenelcmentes

L3 Tensor beliebiger Stuie

VT Vg gy

%,-ttqé'.?=T‘}%£giGesamtverschiebungsvektor des Tunktes I

19 Verschictungsvektor der Mittelfliche

we Bezeichnet die Anderung des Hormaleneinheits-
vektors v+ infolge der Verformung

Vha, ) By Basisvektoren der Schalenfliche

Wi Basisvektoren des Raumes

'3 Ortsveklor des unverformten Kdrpes



Indizeasa:

A Aeguator

B Bruch (Festigkeit)

H Fager, Filament

G,C Glas, Kohlenstoff

H Harz

L Linexr

M Matrix

v Verbund

Z] Zylinder

b Biegung

d Druck

i Numerierung von Spalten und Zeilen einer Matrix
150 Isotensoidwicklung

k Laufende Nummer der Einzelschichten
P Polarwicklung

s Schub

t Porsion

z Zug

o Winkellagenkennzeichnung

o
o

Umnfangslagenkennzeichnung

Vereinbarungen in tensorieller Schreibweise:

ny X =n. x4+ n,x’+... Einsteinsche Swmmenkonvention
1 i)

g (i) Uber Indizes in Klammern darf nicht summiert
werden
Wi, %i g Velctoren- .
n{)pijfik bezeichnung im kovarianten Systemn
Y Komponenten~
“ﬂgi'¢i Vektoren-
bezeichnung im kontravarianten System
Ty Py Tk
XKomponenten~
wi, v Xovariante Basissysteme
G4 XKovariante Metrikkoeffizienten
4=ty Vektorkomponente
ot ¢l Kontravariante Tensorkomponcnten
o Vektor = Tensor 1. Stufe
T Spannungstensor = Tensor 2. Stufe
.4,k =123 Indizes Raum
o, B = 4,2 Indizes Fliche



GréBen, vetreffend den verformten Korper, werden durch groBe deutsche
und lateinische Buchstaben bezeichnet. Die deutschen Buchstaben wer-
den fir vektorielle GroBen benutzt,

Jeder obere Index transformiert sich gleich bei Komponenten ¢* wie
Vektoren o' ., Das ist der Grund, weshalb in % = t'e; kontragre-
diente Indexanordnung vorliegt. Als Ausgangskoordinatensystem wird

im allgemeinen das kovariante gewidhlt.

Zeichen:

X {reuzlage (nur dovpelt mdglich)

o (——) einfache Umfangslage
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1. Einleitung

Die Herstellung faserverstidrkter Verbundktrper hat in den letzten
Jahren immer mehr an Bedeutung gewonnen, Das gilt nicht nur fiir die
bekannten Leichtbaukonstruktionen der Luft- und Raumfahrt, sondern
auch fiir allgemein~-technische Anwendungen im Bauwesen und Maschinen-
bau. Besonders die glasfaserverstirkten Kunststoffe (GFE) haben ein
groBes Feld technologisch guter Lésungen aufzuweisen. Bor- und koh-
lenstoff-faserverstirkte Kunststoffe (BFK und CFX) sind wegen ihres
hohen Preises mehr auf die Luft- und Raumfahrt beschrinkt. Langsam
zeichnen sich aber auch mit diesen Baustoffen werkstoffgerechte
Eonstruktionen des Maschinenbaus ab. Es scheint sogar mdglich zu sein,
mit geeigneten Herstellungsverfahren die wahrscheinlich fiir das Bau-
wesen allein sinnvolle Verwendung von Kohlenstoffasern beim Bau von
leichten Fldchentragwerken ausnutzen zu kiénnen., Als neueste PFaser-
variante sucht sich seit einiger Zeit die Kevlarfaser ihre Einsatz-
gebiete,

Die Auswahl eines Werkstoffes erfolgt nach den geforderten physi~
kalischen, chemischen und anderen Eigenschaften des Bauteils, wobeil
die gesamtwirtschaftlichen Gesichtspunkte zu beriicksichtigen sind.
Zur Erzeugung guter "Strukturfaktoren" des Leichtbaus kann je nach
Anwendungsfall auf "spezifisch steife" oder "spezifisch feste" Fa-
sern zuriickgegriffen werden.

Die Auslegung von Bauteilen aus Faserverbundwerkstoffen hebt sich
merklich von derjenigen metallischer Werkstoffe ab., Eigentlich sollte
beim Faserverbund gar nicht von einem Werkstoff geredet werden, da
es sich bereits um eine Konstruktion aus ganz verschiedenen Stoffen
handelt,

Sind die metallischen Werkstoffe im allgemeinen an jJjeder Stelle aus
gleichem Stoff aufgebaut (homogen) und besitzen fiir alle Richtungen
dieselben Elastizitdts- und Festigkeitswerte (isotrop), so stellen
Faserverbunde inhomogene, anisotrope Werkstoffe dar. Bei Mattenla-
minaten kdnnen wegen der regellosen Anordnung der kurzen Fasern
quasi-igotrope Eigenschaften angenommen werden,

Sowohl bei der Verarbeitung des Faserverbundes als auch in der
Gestaltung von Bauteilen aus Faserverbund ist den speziellen Werk-
stoff- und Verarbeitungseigenschaften zu entsprechen. Beanspruch-
ungen kdnnen im wesentlichen nur in Richtung der Verstdrkungsfasern
aufgenommen werden, Es gilt also, die Anisotropie in die Uberlegung
mit einzubeziehen. Im Unterschied zu den Metallen sind aber durch



statische Belastung hervorgerufene Spannungsspitzen zu vermeiden
(plastischer Ausgleich fehlt im allgemeinen) und speziell bei hoch-
beanspruchten Strukiuren mdglichst nur Membranspannungen 2zu erzeugen.

Bei der Gestaltung eines Werkstilickes ist darauf zu achten, nicht ein-
fach Bauformen aus Metall mit einem Verbundwerkstoff nachzuempfinden,
da es bel weniger beanspruchten Bauteilen hdufig gelingt, ganze Baun-
gruppen, 2z.,B. einen Kasten mit Rippen, zu einem Werkstiick zusammen-
zufassen, Hier liegt der besondere Vorteil des Faserverbundes, er

ist ein modellierbarer Werkstoff.

Die Notwendigkeit einer guten theoretischen und versuchstechni-
schen Erfassung des Verbundes zwingt zu Vereinfachungen., So geht die
elastizitdtstheoretische Behandlung stillschweigend von der Homogeni-
tdt aus. Getrennte mikromechanische Betrachtungen geben dariiber hin-
aus einen Einblick, was 6rtlich in einer Schicht (Lage) "passiert",
Jeder Festigkeitsingenieur arbeitet mit zul#assigen Spannungen und
Dehnungen fiir eine Schicht, ohne sich immer iiber den Verlauf in der
Schicht klar werden zu miissen,

Es ist Ziel dieser HebilitationgHrbeit, einem gréBeren Kreis von
Theoretikern und Praktikern den Faserverbund durchschaubar zu machen,
Zum einen so0ll dabei der Theoretiker die notwendige Einsicht in spe-
zielle Werkstoff- und Fertigungsprobleme erhalten, zum anderen dem
reinen Praktiker die Theorie nihergebracht werden. Letztlich sollen
mit dieser Arbeit auch Grundlagen fiir vertiefende weitere Untersuch-
ungen bereitgestellt werden,

GroBe Teile des Inhalts sind natiirlich in der Literatur verstreut
auffindbar., In dieser Ubersicht sollen nur diejenigen Autoren zitiert
werden, die sich um eine teilweise dhnliche Zielsetzung wie der Ver-
fasser bemiiht haben. Als erste grundlegende Arbeiten sind einige
Biicher zu erwihnen. Tsai-Halpin-Pagano gaben 1967 im "Composite
Materials Workshop" Aufsdtze der Vortragenden einer Verbundtagung
heraus. Auch die American Society for Testing and Design vertdffent-
lichte schon 1969 den Inhalt eines Symposiums unter dem Namen "Com-
posite Materials, Testing and Design". Ashton-Halpin-Petit gaben
1969 das Werk "Primer on Composite Materials Analysis" heraus, Dietz
verSffentlichte 1969 eine Aufsatzreihe bekannter amerikanischer Au-
toren unter dem Thema "Composite Engineering Laminates", Ashton-
Whitney behandelten 1970 das Thema "Theory of Laminated Plates".

Als neueres Werk faBt das Mil-Handbook 17 A im Jahre 1971 viele Pro-
bleme des Faserkunststoffsektors im Band 1 "Plastics for Aerospace
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Vehicles" zusammen, Herausgehoben werden sollte noch das Buch von
Calcote. Dieser verdffentlichte 1969 "The Analysis of Laminated Com-
posite Structures",

Als bekannte Arbeit der deutschen Literatur ist aus dem Jahre 1963
Puck-Wurtinger "WerkstoffgemiBSe DimensionierungsgriéBen fiir den Ent-
wurf von Bauteilen aus kunstharzgebundenen Glasfasern" zu nennen.
Fir Bauingenieure ist das Buch von Hintersdorf "Tragwerke aus Pla-
sten" von groBer Bedeutung.,

Da viele deutsche Vertffentlichungen vor allem auf elastizititstheo-
retischem Gebiet kaum Niederschlag in Buchform gefunden haben. sollen
stellvertretend auch fiir einige andere Autoren die grundlegenden
Arbeiten von Wiedemann und Puck, sowie der Arbeitsgruppen um Menges
und Hiitter erwihnt werden. Diese Beschrinkung auf Nennung der mehr
elastizitdtstheoretischen Arbeiten sei dem Verfasser im Hinblick auf
den Kern dieser Arbeit gestattet.

Im folgenden werden bezliglich der Schreibweise die Bezeichnungen
der Kunststoffnorm beriicksichtigt (nebst anderen gebrduchlichen Be-
zeichnungen des Faserverbundsektors)., Die elastizitdtstheoretischen
Darstellungen folgen im wesentlichen der tensoriellen Schreibweise
von Green und Zerna. Zur Beschreibung der numerischen Verfahren dient
die Matrizenschreibweise von Zienkiewicz,

Die Behandlung des Stoffes erfolgte in der Reihenfolge, wie er
vor der Dimensionierung eines Bauteils nach Meinung des Verfassers
vorzuliegen hat,
In Kapitel 2 werden Verbundkomponenten nebst Eigenschaften vorgestellt,
8o wie sie bei der Auslegung bekannt sein miissen, Dabei werden am Bei=-
spiel des Kohlefadens die Fadeneigenschaften aufgezeigt. Kapitel 3
gibt verschiedenen Herstellungsmbglichkeiten von Verbundkdrpern an,
wobei die Wickeltechnik besonders herausgehoben wird,
Kapitel 4 enthdlt nach der Theorie 1. Ordnung hergeleitete Gleichge-
wichtsbedingungen und Forminderungsbeziehungen, die anschlieBend bei
der Berechnung und in der Wickeltechnik von mehrschichtigen Verbund-
kdorpern angewendet werden. Die Annahme eines linearen Spannungs-
Dehnungs~Gesetzes diirfte dabei speziell fiir kohlenstoffaserverstirkte
Kunststoffe (kurz CFK) und borfaserverstirkte Kunststoffe (BFK) er-
laubt sein, weil im allgemeinen die Betriebswerte erheblich unter
den Bruchwerten liegen,
Im Aufbau dieses Kapitels wurde vom Allgemeinen Kérpertridger ausge-
gangen und dann die Fldchentrdger bis hin zum Linientriger behandelt.
Es werden dabei als bekannte Verbundtheorien die "Kontinuumstheorie®
und die "Netztheorie" eingeordnet. Die knappe Form der Tensorschreib-
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weise erleichterte es dem Verfasser, die notwendigen differential-
geometrischen Kenntnisse iiber geoddtische Linien und Wickelbedingungen
der Wickeltechnik homogen eingliedern zu ktnnen. Auch gestattet es

der Aufbau dieses Kapitels, sich das Eingehen von Elastizititsgesetsz
und -koeffizienten (EK) in die Beziehung der mehrschichtigen Verbund-
kotrper zu verdeutlichen.

Wie das Elastizitdtsgesetz bei verschiedenen Symmetriebedingungen aus-
sieht, zeigt Kapitel 5. Ebenso wird in diesem Kapitel der Ubergang
von tensoriellen EK auf technische EK und ihr Zusammenhang mit den
elastischen Grundkonstanten gezeigt. Weiterhin wird die theoretische
wlie versuchtechnische Ermittlung der Grundkonstanten beschrieben,
Elastoplastische und viskoelastische Eigenheiten der Spannungs- Deh-
nungs-Beziehungen werden im Kapitel 5 und spédter im Kapitel B8 ledig-
lich gestreift,

Eine Behandlung des Temperatureinflusses erfolgt in Kapitel 6, Beson-
dere Bedeutung hat die Ermittlung der Widrmeausdehnungskoeffizienten
des Laminates aus den Schichtgrtfen und den Faserorientierungswinkeln.

Kapitel 7 vermittelt dem Leser einen Uberblick iiber Bruchhypothesen
und Bruchmechanik beim Faserverbund., Dabei wird auf dem homogenen,
isotropen Werkstoff aufgebaut.

In Kapitel 8 werden im wesentlichen die statische Festigkeit und die
Schwingfestigkeit behandelt,

Zur Abrundung sind im Kapitel 9 zwei Belspiele durchgerechnet worden.
Der Durchrechnung vorgeschaltet ist die Darstellung verschiedener
Kriterien, die bei der Auslegung oder dem rechnerischen Nachweis einer
Struktur beachtet werden miissen.

Kapitel 10 gibt einen Einblick in die Losungsverfahren der Differen-
tialgleichungssysteme., Da numerische Losungsverfahren den vielgestal-
tigen Bauteilformen besser entsprechen, wird der Aufbau eines Finite-
Element-Methode-Programms in Anwendung auf eine Faserverbundschale
gezeigt., Der Aufbau anderer Programme ist verwandt, so daB dieses
Beispiel geniigt, um zu sehen, wie und wo die Anisotropie in die Rech-
nung eingeht,

Ein ausfiihrliches Literaturverzeichnis gestattet einen schnellen Ein-
blick des Lesers in alle verbundzugehorigen Gebiete, Die Literatur
wird in alphabetischer Reihenfolge angefiihrt., Aus zeitlichen Griinden
wird manchmal statt auf die Erstvertffentlichung der Autoren auf
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spitere Arbeiten und Ubersichtsartikel verwiesen,

Um die Verstdndlichkeit so weit wie mdglich zu erhdhen, ist groBer
Wert auf ausfilhrliiche, bildliche Darstellung gelegt warden., Aus dem-
selben Grund ist im Anhang eine Erliuterung von Begriffen der Faser-
verbundtechnologie alphabetisch aufgefithrt., Darin sind die chemischen
Begriffe sicherlich nicht ausreichend definiert, fiir den Festigkeits-
ingenieur mag es aber geniigen.

Nach diesem Uberblick seien als AbschluB der Einleitung noch einige
spezielle Beispiele aus verschiedenen Anwendungsgebieten des Maschinen-
baus und des Baningenieurwesens vorgestellt:

Bei der Verwendung von PFaserverbundmaterialien werden im Behilterbau
wesentliche Gewichtseinsparungen méglich. Fiir Kurzzeitbelastungen
verbunden mit geringen Steifigkeitsforderungen eignet sich mehr GFK,
wdhrend bei CFK das Kriechverhalten giinstiger und die Steifigkeit
grifer sind. GroBen Anklang haben in den letzten Jahren Druckbehilter
(Bild 1.1), Fliissigkeitsbehiilter und Silos aus GFK gefunden.

Ein Anwendungsgebiet der CFK-Technologie liegt bei Rotationsktrpern
fiir hohe Umlaufgeschwindigkeiten, Bild 1.2 zeigt einen solchen Rotor
mit{ einer metallischen Innenauskleidung,

Luft- und Raumfahrtbauteile werden je nach Einsatzbedingungen aus ver-
schiedenen Faserverbunden hergestellt. Tabelle 1,1 gibt einen Uber-
blick {iber eine Vielzahl von Anwendungen,

Im Bauwesen besteht die Notwendigkeit, raumbegrenzende Flichen zu
schaffen, Moglich wird das mit dem Werkstoff GFK (vielleicht auch
spiter mit CFK), aus dem sich ebene und gekriimmte Flichenelemente von
geringer Wandstirke selbstiragend herstellen lassen, Der Vorteil die-
ser Fldchenelemente driickt sich im einfachen Transport und einfacher
Verlegbarkeit infolge des leichten Bauteilgewichtes aus. Dabei liegt
die Zukunft in einer wirtschaftlichen, automatischen Serienfertigung
von Wohnzellen, Wandelementen und Uberdachungselementen (Bilder 1.3
bis 1.5). Allerdings milssen dazu noch geeignetere Produktionsverfahren
entwickelt werden. AbschlieBend wird in Bild 1,6 ein Teilstiick eines
Biegetrdgers aus CFK gezeigt.




Bodentrdger und ~platten der
Luft- u. Raumfahrt

Druckbehédlter und Tanks
Rotorbldtter, Fliigelspitzen
Torsionssteife Rohren
Stabilisatoren
Raktenmotorgehiuse
Turbinenschaufeln

Druck- Zugstreben

Raketen- u., Satelliten-
strukturen

Biege- u. torsionssteife
Profiltriger

Auto = Strukturteile
Schwungridder
Schnellrotierende Maschinen

Hochgeschwindigkeits-Textil-
maschinen

Maschinenwerkzeuge
Getriebe, Lager
Masten, Tiirme

Bisenbahn- bzw, Schnellbahn-
gtrukturteile

Schiffspropeller, Schiffabau
Tiefseedruckkabinen
Sportgerdte

Tabelle 1.1 Bauteile aus Faserverbund

Bild 1.3 Kunststoffhaus fg 2000

Bild 1.4 Wohnzelle

T TS P I I TN B E 1

Querschnitt durch das 9,2 m lange, 1,25 m breite und 0,4 m
hohe freitragende Dachelement, Die Flanschen bestehen aus einem
10 mm dicken Mattentaminat und sind im unteren Bereich durch
200 Rovingstringe verstiirkt. Den AbschluB nach unten bildet
cinc Trageplatie zur Befestigung des Deckenteppichs

(&MdeAbbiIdnngen sind Werkbilder Wolfgang Feierbach, Kunststofltechnik, Alten-
stadt/Hessen |

Sphirisch gekritmmte, selbsttragende Sandwichelements
aus GFK-Schalen und PVC-Hartschaumkern bilden das Uni-Dome-
Bausystern. Ferienhaus mit rd. 18 m? Nutzfliche im Grundrif cines
gleichseitigen Dreiecks (Foto: Chemische Werke Hils AG, Marly
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Bild 1.1 Druckbehdlter aus GFK
(Foto: M,A.N.-Neue Technologie, Miinchen)

Bild 1.2 CFE-Rotor mit metallischer Innenauskleidung
(Foto: M.A.N,-Neue Technologie, Miinchen)
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Lange Tonnenschalen mit Randtriégern
Bild 1.5

Dachelementformen

Mm (HINTERSDORP]
1 2im |

Faltdach aus ebenen GFP-Laminaten
1 ungereckt; 2 gereckt

P
o ok

LY Yol
ag wo

A.
<
afe'y
CrLJ
2,
-

Lo
CPL)
a 50y

o5

Statziern [225 [z
o s i
Aol
meicens\
[Heissler]
Bild 1.6

Biegetréiger aus CFK
(Foto: M.A.N.)




2. Der Verbund und die Merkmale seiner Komponenten

Erfolgreiches Arbeiten mit faserverstidrkten Kunststoffen setzt eine
genaue Kenntnis aller Verbundkomponenten und der durch sie bedingten
Fertigungsmbglichkeiten (Kapitel 3) voraus. Bild 2.1 gibt einen Ein-
druck iiber das Miteinander der Verbundkomponenten, und zwar der
Komponente Faser in der Komponente Harzmatrix.

Eine kurge Zusammenstellung der die Auslegung wesentlich beeinflus-
senden GroBen des Verbundes und seiner Komponenten ist der Inhalt
dieses Kapitels. Wir beschrinken uns in ihm auf die Beschreibung
solcher Fasern und Matrizes, die zur Zeit am meisten eingesetzt
werden.

2.1 Fasern

Die Fager ist der entscheidende Bestandteil der verstédrkten Kunst-
stoffe. Sie bewirki Festigkeit und Steifigkeit des tragenden Bau-
teils.

Allgemein gibt es zwei PFasersorten, -die organische und die anorga-
nische-, von denen die anorganische als Verstidrkungsfaser von griSe-
rer Bedeutung ist. Im folgenden sollen die wesentlichen KenngriSen
von Fasern vorgestellt werden. Dazu wird auch (unterschiedlich tief)
auf die Herstellung eingegangen, weil diese starken EinfluB auf die
Eirgenschaften hat. Zwischen den hauptsédchlich verwendeten Fasern
werden inm den einzelnen Faserabschnitten Vergleiche gezogen, die fiir
die Festigkeitsauslegung von Interesse sind.

Eine Auflistung der behandelten Fasern und ihren Eigenschaften ist
in Tabelle 2.1 zu finden, Einen {lberblick iiber die Querschnitte
iiblicher Fasern vermittelt Bild 2.2.

2.1.1 Glasfasern

Glas ist ein anorganisches Schmelzprodukt, das ohne Kristallisation
erstarrt. Entsprechend seiner Zusammensetzung hat es verschiedene
Eigenschaften, die je nach Anwendungsbereich interessant sind.
Wegen ihrer hohen spezifischen Festigkeit sind verspinnbare bzw.
textile Rlasfasern von groBiter Bedeutung fiir die Verstiarkung von
Eunststoffen.

Die Herstellung der Glasfasern erfolgt z.B. mit dem Diisenziehver-
fahren, Dieses Verfahren ergibt Glasfasern von iiblicherweise 9 bis
13 prn Durchmesser (Bild 2.2JVDI 2010, Bl. 1])und unterschiedlicher
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Lénge.Bei der Bildung von E-Glasfasern (zum Vergleich mit anderen
Fasern dient Tabelle 2.1) sind Temperaturen von 1250° C notwendig.
Die Abkiihlung des fliissigen Glases erfolgt in Teilen einer Mikro-
sekunde,

Endlosfasern (=Fiden) fiihren die Bezeichnung Glasseide, wdhrend
Fasern endlicher Linge Glasstapelfasern genannt werden. Wegen ihrer
umfassenden Einsatzmdglichkeit (giinstige elektrische Eigenschaften,
hthere mechanische Werte, niedriger Preis) haben E-Glasfasern die
griBte Bedeutung erlangt [VDI 2012]. Fir besonders hohe mechanische
Beanspruchung werden in der Wickeltechnik S-Fasern eingesetzt. Seit
einiger Zeit ist ein noch beseeres Glas, das X~Glas auf dem Markt
erhdltlich. Fir hochbeanspruchte Verbundbauteile sind im wesentlichen
nur Produkte aus Endlosfasern von Bedeutung.

Als Festigkeitawerte werden fiir den Faden hinter der Spinndiise (vor
der Aufspulung) sehr hohe Werte gemessen, die bei weitem nicht in
einer Rechnung angesetzt werden konnen. Bei E-Glasfiden z.B. wird
eine urspriingliche Faserfestigkeit von &, = 3500 N/mm2 gemessen,
Infolge des sogleich einsetzenden Festigkeitsabfalls im umgebenden
Medium Luft bleibt nur mehr ein rechnerischer Wert von 2000 N/mm2
zuriick,

Abhlingig von der Glassorte kann man bei Fadendicken von Spum mit 4 %
und bei 10um mit 2,5 % elastischer, reversibler Fadendehnung rechnen.
Glasfasern habeﬂmﬁeine Streckgrenze im Sinne von Metallen., Irrever-
8ible Dehnungen, wie sie bei Metallen vorkommen, beruhen nur auf
Verschiebungen der vielen Elementarfiden eines Spinnfadens unterein-
ander. Dabei ist der Wert in Garnen und Zwirnen aufgrund der Ver-
drallung grtfer als in Spinnfidden, Glasfasern quellen nicht und nehmen

auch kein Wasser auf,

Imn Vergleich zu den anderen technisch einsetzbaren Fasern haben die
Glasfasern drei wesentliche Vorziige: Sie haben eine sehr hohe spezi-
fische Festigkeit (ReiBlinge % /¥: ), 8ind #uBerst preiswert und ohne
groBe Schwierigkeiten zu verarbeiten., Nachteile der Faser sind die
hohe Bruchdehnung im Verbund, die quer zur Faser leicht zur HarzriB-
bildung fiihrt., Weiter die zu geringe Steifigkeit, und zwar liegen die
Bruchdehnungen bei mehr als 2,5 %, wihrend z.B, bei Kohlenstoffasern
diese kleiner 1,3 % sind.

" 2um Beispiel hat ein Kreuzverbund mit hohem Eyw auch ein groBes £, .
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2.1.2 Borfasern

Wo hohe Steifigkeiten gefordert werden, bzw. wo kleine Verformungen
erwiinscht sind, gelangen Bor- und die spiter behandelten Kohlenstoff-
fasern zur Anwendung.

Ein hoher Elastizitdtsmodul wird von den zwischenatomaren Bindungs-
kriften (die Festigkeit hingegen von der Anzahl der Fehlstellen) be-
stimmt. Diese zwischenatomaren Bindungskréfte hiingen wiederum von
der Elektronenkonfiguration ab, so daB das Periodensystem als Richt-
ungsanzeiger fiir hohe spezifische Elastizitdtsmoduln dienen kann,

Als die ersten geeigneten Elemente heben sich dabei Bor und Kohlen-
stoff heraus.

Die Herstellung des zumeist verwendeten Bor/Wolfram (B/W)-Fadens
erfolgt mittels eines Abscheideverfahrens aus einer Bortrichlorid-
¥asserstoff-Gasphase. Als Abscheidegrundlage dient eine 12 pm -Wol-
framfaden, der durch Widerstandsheizung auf der notwendigen Abscheide-
temperatur von ca, 1200° ¢ gehalten wird. Die Borschicht 148t man
meistens bis zu einem Gesamtdurchmesser von 100pm anwachsen, wihrend
der Faden kontinuierlich durch die Abscheidekammer gezogen wird.
Neuerdings stellt man auch Borfiden von 140pwm Durchmesser her, um

den Gewichtsanteil des achtmal schwereren Wolframs zu reduzieren.

Der metallisch glidnzende Borfaden zeigt eine -mit einer Maiskolben-
struktur vergleichbare- rauhe, gegliederte Oberfliche, die auf eine
gute Haftung in der Matrix schlieBen 1l&d8t. Die Fasern werden in
Lingen bis zu 300 m geliefert.

Vorteile der Borfaser sind die hohe Steifigkeit und die gute Haftung
im Verbund. Das Ermildungsverhalten der Faser zeigt keinen nennens-
werten Festigkeitsverlust Studie GFK bis 107 Lastwechsel, Wird der
Faden in einer Matrix (meistens Aluminium) vor Luftzutritt geschiitzt,
80 bleibt bis 500° C seine Festigkeit unveréndert. Der Wirmeauasdeh-
nungskoeffizient ist grofSer als bei Kohlenstoffasern und &hnlich wie
bei Glasfasern,

2.1.3 Kohlenstoffaser (Carbonfaser)

Bedingt durch ihre hohe Zeitstandfestigkeit und ihre groBe spezifi-
sche Steifigkeit E/fy werden Kohlenstoffasern (C-Fasern) zunehmend
als Verstdrkungselemente von Maschinenbauteilen verwendet.



Da in diesem Buch der Verfasser -aufgrund seiner Erfahrungen mit
CFE- den Schwerpunkt auf Kohlenstoffasern setzt, so0ll zum beasseren
Verstdndnis das Werkstoffverhalten dieser vielfdltigen Fasern unter
Zuhilfenahme der Literatur [Femninger] beschrieben werden:

Die Herstellung von Kohlenstoffiden verlduft meist iliber einen Textil-
faden als Zwischenprodukt. Zur Zeit bevorzugt man Zellulose (Rayon)
oder Polyacrylnitril (PAN) als Ausgangsatoff, Bei Rayonfasern han-
delt ees sich um Garne mit einer durchschnittlichen Elementarfaden-
zahl von 1500, bei PAN-Fasern um Strénge mit einer Elementarfaden-
zahl bis zu 10 000. Bin japanisches Verfahren verarbeitet teer- und
pechartige Riickstdnde gzur Herstellung von Kohlenstoffiden.

Die Umwandlung der Ausgangsfasern zu Kohlenstoffasern erfolgt in drei
Stufen, In einem thermischen Abbauvorgang miissen aus den Textilfiden
alle Bestandteiles, mit Ausnahme des Eohlenstoffs, entfernt werden.
Dann liegt -von der elementaren Zusammensetzung her- bereits ein
Kohlenstoffaden vor,

Da der Faden aber eine mtglichst hohe Festigkeit und einen m&glichst
hohen E-Modul haben soll, sind -auBSer weiterer Temperaturbehandlung-
noch andere MaSnahmen erforderlich, Fiir die Qualitit des Endproduktes
ipt es dabei von entscheidender Bedeutung, durch eine geeignete
Spannvorrichtung ein Schrumpfen des Fadens zu verhindern (Bild 2,3)
und dariiberhinaus eine Streckung von etwa 30 % bei einer Temperatur
von iiber 2000° ¢ vorzunehmen. Dadurch richten sich die, wihrend des
Verkohlungsprozesses entstandenen, Graphitkristdllichen parallel zur
Fadenlingsachse aus,

Strebt man einen Kohlenatoffaden von héchster Zugfestigkeit an, so
reicht in der Endstufe eine Temperatur von etwa 1500° C aus. Soll der
Elastizitfitsmodul gesteigert werden, so ist eine abschlieBende Be-
handlung bei iiber 2500°C notig, die aber die maximal mégliche Zug-
festigkeit wieder um 20 bis 30 % verringert. Durch Anderung der
Temperatur, der Aufenthaltsdauer in den verschiedenen Temperatur-
zonen und der Vorspannung des Fadens kann man die Eigenschaften des
Kohlenstoffadens innerhalb eines weiten Bereichs variiren,

Eine sehr hohe Zugfestigkeit ist praktisch kaum in Verbindung mit
einem sehr hohen Elastizitdtsmodul zu erhalten, so daB8, den Aus-
legungsanforderungen entsprechend, neben Mischformen wie der A-Paser,
verschiedene Extremtypen im Handel angeboten werden, die HM=- (High
ModuluhQund die HT« (High Tensile) Faser (Bild 2.4). Auf Rayonbasis
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Auf Rayonbasis gelang es allerdings auch, eine HT/HHM (High Tensile/
High-High Modul. )-Faser zu entwickeln.

Eine Strukturuntersuchung weist in graphitisierten Textilfdden Kri-
stallite nach, die eine groBe Lingsausdehnung haben (Fibrillen).
Diese Kristallite zeigen eine bevorzugte Ausrichtung parallel zur
Fadenlingsachse. Die ausgepridgte Anisotropie der Fdden duBert sich
makroskopisch im hohen Elastizitdtsmodul,

Der wesentliche Unterschied der Herstellungsverfahren liegt darin,
da8 beim Rayon-Faden das Material nach Ablauf eines Karbonisierungs-
prozesses bei ca. 2500° C verstreckt wird und so die Ausrichtung
von Netzebenen erfolgt, wihrend bei der Verwendung der PAN-Fdden
diese Ausrichtung durch Verstreckung des Ausgangsmaterials in der
Tieftemperaturphase erfolgt.

Die Lieferung der C-Fasern erfolgt in Stridngen begrenzter oder unbe-
grenzter Linge Studie GFK oder auch als geschnittene Kurzfaser.
Der Durchmesser der Eingelfiden in den Stringen liegt im Bereich von
T bis 10pm ., Die Zahl der Einzelfdden pro Strang variiert je nach
Herstellungsweise von einigen 100 bis zu 10000, Zum besseren Zusam-
menhalt des Strangs kann ihm ein leichter Drall gegeben werden. Bel
Verwendung von PAN als Vorprodukt ist die Oberfliche des Elementar-
fadens glatt mit anndhernd kreisftrmigem Querschnitt., Fdden auf
Rayonbasis zeigen Riefen in der Fadenlingsrichtung, die von den ent-
sprechend geformten Ziehdiisen fiir ZellulosefZden herriihren.

Innerhald der verschiedenen Kochlenstoffasern ktnnte man zwischen vier
Gruppen unterscheiden, wenn als Unterscheidungsmerkmal die Dehnung
herangezogen wird (Tab., 2.2). Neuerdings ist es mtglich, bei C-Fasern
{(mit. Acryl—Ausgangsmateriai)durch eine spezielle Oberfléchenbehandlung
die Bruchdehnung bis auf €,= 1,5 % (Mittelwert) zu steigern [Thorne].
Welche “dieser Gruppenam geeignetsten ist, hiangt von den Anforder-
ungen an die zu bauende Konstruktion ab. Dabel werden die Werkstoff-
kosten von der Qualitit (Mittelwert und Streuung), der Art und der
bestellten Menge an Fasern abhingen, Die Preise in der Tabelle sind
deshalb nur als Orientierungsdaten zu sehen, Allgemein gilt entsprech-
end dem Energieaunfwand: HM-Fasern sind teurer als HT-Fasern,

Beim Vergleich mit anderen Fasern sticht die Mannigfaltigkeit der
Kohlenstoffasern ins Auge, Die spezifischen Festigkeiten der C-Faser
liegen ebenfalls sehr hoch, doch ist im allgemeinen die Erfahrung zu
beriicksichtigen, daB der Ausnutzungsgrad der mittleren Faserfestig-
keit mit der Abnahme der Bruchdehnungswerte geringer wird., Bei einer




Auslegung auf Steifigkeit, wobei die Fasern selten voll belastet
werden, hat diese Erfahrung keine Bedeutung.

Als Vorteile der Kohlenstoffasern sind -gegeniiber den Glasfasern und
auch den Kevlarfasern- die hohe bis HuBerst hohe spezifische Steifig-
keit und der noch kleinere Wirmeausdehnungskoeffizient zu nennen,
Gegeniiber Borfasern ist das geringere spezifische Gewicht erwihnens-
wert,

Bei der Verarbeitung zeigt sich, da8 Kohlenstoffasern gegeniiber dik-
keren Fasern, z.B. Borfasern, beim Wickeln den Vorteil haben, kaum
eine Vorschédigung durch Biegung um die Fadenfilhrungsrollen zu er~
fahren. Einen weiteren Vorteil, der fiir dickere Verbundhiillen aller-
dings uninteressant ist, stellt die Mdglichkeit einer ginstigen
Dickenabstimmung bei den diinneren Kohlenstoffasern dar, Mitentschei-
dend fiir CFK gegeniiber BFK wire schlieB8lich noch der gilinstigere Preis,

2¢1.4 Kevlarfaser

Mit der Entwicklung der Kevlarfasern durch die Firma Du Pont ist es
zum ersten Mal gelungen, eine organische Faser von hdchster ReiBi-
festigkeit und von hohem Elastizititsmodul in kommerziellen Mengen
zu bekommen [Du Pont, 1973].

Uber die Herstellung dieser organischen Faser ist bisher noch nichts
verdffentlicht worden. Chiao/Moore identifizierten sie aufgrund von
Laboruntersuchungen als eine Poly-p-benzamid-Verbindung,

Besonders erwihnt zu werden verdienﬁﬁ§m Gegensatz zu anderen organi-
schen Fasern hier vorliegende lineare Spannungs-Dehnungs-~-Kurve, (ihn-
lich wie beli Glas- und C-Fasern) und die Haltbarkeit dieser Faser.
Der gleichftrmige Aufbau der Kevlarfaser iiber dem Durchmesser und
liber der Linge ist besser als bei anderen Fasern., Die Faser iibersteht
sogar das Zusammenziehen beim Knotenversuch. Damit kann der SchluB
gezogen werden, daB ein besserer Abbau von Spannungskonzentrationen
méglich ist., Die Ermiidungs- und Kriecheigenschaften sind denen von
S-Glas tiberlegen [Hoggatt]. Temperaturen von 1700 C wirken sich auf
die ungeschiitzte Faser noch nicht aus. Es wird jedenfalls bei an-
schlieSender Belastung kein Festigkeitsabfall bemerkt [Du Pont].

Die Ausnutzung der reinen Faserfestigkeit ist besser als bei Glas-
fasern. Der WebprozeB bei der Herstellung vom Gewebe bringt nimlich
relativ wenig Festigkeitsverlust (bei Glas- und Kohlenstoffasern
wdre die Schidigung bei mechanischer Verarbeitung durch die Spr&d-
briichigkeit dieser Fasern hervorgerufen worden).
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ZusammengefaBt kann gesagt werden: Die Kevlarfaser hat die zur Zeit
hochste spezifische Festigkeit aller Fasern, eine hohe Schlagfestig-
keit und ein gutes Wirmeisolationsverhalten. Nachteilig kann sich
die relativ geringe Druckfestigkeit auswirken. Ob die —-gegeniiber
Glasfasern- hthere spezifische Steifigkeit schon ausreicht, muB8 im
einzelnen Anwendungsfall gepriift werden.

2eilfad Sonsﬁzge Fasern

a) Whisker (monokristallin)

Obwohl vorliufig noch Labormaterialien, bieten sich Whisker (deutsch:
Haarkristalle) fiir die Zukunft an. Whisker sind nadelfdrmige Ein-
kristalle, die, bei hohem Reinheitsgrad und weitgehend fehlerfreier
Kristallstruktur, in ihren Festigkeiten dem theoretischen Wert -0,1x
E-Modul- nach Griffith [Geiger/Fueller, 1972] recht naghekommen,

Die Herstellung der verschiedenen Whisker geschieht durch Wachsen
des Einkristalls aus der Jeweiligen Dampfphase [VDI 2010, Bi. 1]
oder der whiBrigen Lbsung. Bei einem Durchmesser zwischen 1 und 50 pm
erreichen die Whisker ldngen bis zu einigen Millimetern. Bekannt
sind A1203-, SiC- und C-Whisker. Da mit der Lénge eines Fadens immer
mehr Fehlstellen auftreten und da Festigkeit und Whiskerdurchmesser
nahezu reziprok zueinander sind, geht die Entwicklung zu einer
orientierten Anordnung von kurzen Fasern in Whiskerfilzen, Diese
werden spiter mit Harz getrinkt. Eine solche Bearbeitung wird durch
den Anlieferungszustand der rohen Whiskerfasern in einem EKnduel er-
gwungen, der anschliefend durch Schneiden, Sieben und Faseraus-
richtungsverfahren aufbereitet werden musB.

Die Vorteile der Whisker fiir den Leichtbau liegen in den ReiBlingen
(bis 1000 km bei Graphit-Whiskern) und einem E-~Modul bis 106 N/mmz.
Als htchste Festigkeitswerte wurde bei Saphir-Whiskern (o = A1203)
Werte bis 40000 N/mm2 gemessen |Studie GFK) . Die Vorteile der Whisker
kommen festigkeitsmiBig erst bei erhshten Temperaturen zum Tragen
(gutes Warmverhalten), Bild 2.0+ Nachteile der Whisker sind vorliufig
der noch sehr hohe Preis fiir diese Laborprodukte, die groBen Festig-
keitsstreuungen und die Handhabung.

Das Spannungs-Dehnungsverh2liten ist elastisch.

b) Metallfiden (polykristallin)

Feine Metalldrihte kdnnen in Stufen bis zu 10pm ausgezogen werden
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[VDI-BW 1674]. Als Werkstoffe dienen dazu Stahl, Aluminium und
Wolfram, Der Nachteil dieser Fiden ist ihre hohe spezifische Dichte,
die ihren Einsatz in Kunststoffen auf Anwendungsfille beschriankt,

in denen z.B, gute elektrische Leitfdhigkeit und Temperaturbestindig-
keit gefragt sind.

¢) SiC-Faden

Ehnlich dem Borfaden kann auch ein SiC-Faden durch Abscheidung aus

der Gasphase auf einen glilhenden Draht erhalten werden Fenninger,
VDI-BW 1674 . Bei vergleichbaren Festigkeitseigenschaften im Raum-
temperaturbereich erweist er sich bei hoheren Temperaturen dem Bor-
faden iiberlegen, sowohl in Hinblick auf die strukturelle Festigkeit
als auch auf Reaktionsbestindigkeit. Von Nachteil ist die hihere
Dichte von 3,4 g/cms. Ein SiC-Faden zeigt bei 550° C erst eine Festig-
keitsabnahme von etwa 10 % und hat noch bei 1280°C 50 % seiner
Festigkeit bei Raumtemperatur. Es miissen somit erst neue Matrixsysteme
entwickelt werden, damit diese Eigenschaften voll genutzt werden
kénnen,

Durch Aufbringen einer 2 bis Spm dicken SiC-Schicht auf der Borfaden-
ocberflédche erreicht man eine Verbindung der guten Eigenschaften beider
Fadenarten. Der SiC~-Faden bewdhrt sich vor allem zur Versteifung von
Metallen, insbesondere von Aluminium, in das es unter Temperaturen
eingearbeitet werden kann, die beim ungeschiitzten Borfaden zur Reak-
tion mit der Metallmatrix fiihren.

2.2 Matrix (Bettungsmasse)

2.2.1 Allgemeines

Die Matrix eines Verbundes hat folgende Funktionen zu iibernehmen:

- Schutz der Oberfliche der einzelnen Fasern;

- Trennung der Fasern voneinander;

- Ubertragung der Last auf die Fasern;

- Beeinflussung des RiSfortschrittes (bruchmechanisch);

- Ubertragung der Krifte von den Enden gerissener Fasern;

-~ Gewdhrleistung einer dem Problem angepaBten ausreichen-
den Bruchdehnung.

Diese letzte Funkiion der Matrix soll noch etwas ausfiihrlicher er-
k¥liart werden. Werden z.B. Faden und Matrix in derselben Richtung
belastet, so sind die axialen elastischen Verschiebungen von Faden
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und Matrix verschieden. Die Ursache dafiir liegt in den unterschied-
lichen Elastizitdtsmoduln. Fiir die Matrix bedeutet das, daB zwischen
ihr und den Fdden Schubspannungen parallel zu den Fiden auftreten
missen, um die Last auf den gesamten Querschnitt iibertragen zu konnen.

Wenn nun die Fdden die Last fast allein tragen, muB die Bruchdehnung
der Matrix erheblich hther sein, damit die Lastverteilung auch bis
zur Bruchdehnung der Fasern durch die Matrix erfolgen kann. Eine
hohe Bruchdehnung bei Normaltemperatur ist bei einer Harz-Matrix be-
sonders wichtig, wenn kryogene Temperaturen im Betrieb vorliegen, bei
denen der Bruchdehnungswert etwa auf ein Viertel des Raumtemperatur-
wertes zuriickgeht.

Da es im Rahmen dieses Buches mehr um Leichtbaustrukturen geht, sollen
im weiteren nur Harz-Matrizes behandelt werden. Auf die auch im Flug-
zeugbau verwendeten Aluminium-Matrizes wird nicht eingegangen.

Die vorgenennien Funktionen der Matrix stellen bestimmte Anforderungen
an das Harz, die, verbunden mit Umweltbedingungen (z.B. Betriebs-
temperatur, Korrosionsgefahr), ein Aussuchen des fiir den speziellen
Verwendungszweck geeignetsten Matrixsystems notwendig machen. Wie
wichtig das ist, zeigen Versuche, bei denen der groBe EinfluB der
Matrix bei Beulung, Biegung, Schub und Temperatur erfaB8t wurde.

" Im wesentlichen besteht ein Harzsystem aus drei Komponenten: dem Reak-
tionsharz, dem Verdiinner und dem Hirter (Reaktionsmittel), die in
bestimmten Verhidltnissen miteinander vermischt werden. Das Reak-
tionsharz bestimmt dabei folgende Eigenschaften [VDI 2010, Bl.1]:
Chemiekalienfestigkeit, Alterungsbestdndigkeit, Wirmestandfestigkeit,
Brandverhalten, Abriebfestigkeit, elektrische Eigenschaften und
Schwindung beim Hérten, Dichte, Warmeleitfidhigkeit, Wirmedehnung und
spezifische Wirme hingen vom Mengenverhiéltnis der Komponenten Reak-
tionsharz, Reaktionsmittel und etwaiger Fillstoffe ab. Das Mischungs-
verhd&linis und die Art der Komponenten bestimmen den Hirtezyklus, dem
der Verbund spdter unterworfen wird.

2.2,2 Kunstharztypen

Als Matrixwerkstoffe werden z.Z. iiberwiegend Epoxid~, Polyester-,
Silikon-, Polyimid- und thermoplastische Harze verwendet. Diese Poly-
mere kann man wiederum in Duromere und Thermomere unterteilen Tabelle
243
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Bild 2.6 zeigt eine Gegeniiberstellung dieser beiden Typen. Aufgrund
der dort angegebenen Eigenschaften -rdumliche Vernetzung der Mole-
kiile beim Aushidriten und Warmeformbestidndigkeit- sind als sogenannte
Reaktionsharze die Duromere am geeignetsten. Zu ihnen zdhlen die
ungesidttigten Polyester-(UP-RH) und die Epoxidreaktionsharze (EP-RH).
Beide Reaktionsharztypen erfiillen aufgrund ihrer spezifischen Eigen-
schaften ganz bestimmte Forderungen, so daf der jeweilige Anwendungs-
gzweck genau bekannt sein muB. Eine Zusammenfassung der Vorteile von
EP-RH und UP-RH bietet die Tabelle 2.4 (aus dem VDI-Seminar, BW 1591).
Bei Zugbeanspruchung, und wenn die FaserorientiqugéﬁigaZugrichtung
vorgenommen ist, zeigen UP-RH bei Neormaltemperatur kaum schlechtere
Ergebnisse als EP-RH,

Neuere Reaktionsharze wie z.B. P&ychinoxaline und Polyimide, ver-
binden hohe mechanische Festigkeit mit hoher Temperaturbest&ndigkeit.
Diese RH haben aber bisher noch keinen groBen Einsatz gefunden.

Beim tibergang vom fliissigen Verarbeitungszustand in den festen Zu-
stand tritt eine Volumenschwindung um 5 bis 8 % bei UP-, bis 6 %

bei Polyimiden, um 1 bis 3 % bei den iiblichen EP- und praktisch keine
bei den Low-Profile-EP-Reaktionsharzen (LP) ein, was natiirlich aus-
schlaggebend fiir die vorzugsweise Verwendung von EP-Harzen bei stdr-
ker beanspruchten Bauteilen ist. Die mit EP-RH gefertigten Bauteile
haben infolge der kleineren Schwindung geringere Eigenspannungen und
grofere MaBgenauigkeit. Leider ist im allgemeinen das Entformen
schwieriger,

In Bild 2.7 ist die Abhingigkeit des Elastizitdtsmoduls eines be-
stimmten Epoxidharzes von der Temperatur aufgetragen.

Wie ein fiir Epoxidharze typisches Spannungs-Dehnungdiagramm aussieht,
wird im Bild 2,8 fir eine spezielle Sorte beispielhaft gezeigt.

Haufig ist es notwendig, die Eigenschaften der Reaktionsharze durch
Modifizierungsmittel zu verdndern., Dazu dienen die sogenannten Ver-
diinner zum Erniedrigen der Viskositdt des Harzes und die Flexibilisa-
toren bzw, Weichmacher zum Erniedrigen der Sprodigkeit.

Eine Zusammenstellung iiber EP~Harzsysteme und einige andere Harz-
systeme ist in Tabelle 2.5 zu finden. Als Bereich fiir die Epoxidharze
kann E = 2,5 . 107 bis 7 . 107 N/mm® gelten. Die Dichte liegt im
Bereich von 1,12 bis 1,22 g/cm>.
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2.2.3 Reaktionsmittel

Als Reaktionsmittel fiir den AushirtungsprozeB gibt es Kalthirter und
Warmhirter. Kalthdrter reagieren schon bei Raumtemperatur, wihrend
Warmhirter erst ab 80° C die chemisch freien Gruppen im Harz binden.
Das hat zur Folge, daB beim Warmaushirten zumeist Beschleuniger der
Hirtungsreaktion eingesetzt werden miissen.

2.2.4 Einige Bemerkungen zum Einsatz von Harzsystemen

Fir hochbeanspruchte Behdlter, rotierende Scheiben und Metallver-
stirkungen nimmt man in der Regel Bpoxidharze, weil sie eine gute
chemische Bestindigkeit aufweisen und sowohl im kryogenen Bereich
als auch im Bereich bis 180° ¢ éhsetzbar 8ind.Grundsdtzlich ist es
deshalb wichtig, daB man weiB, ob das verwendete Harzsystem kalt-,
warm- oder heiBaushirtend ist. Das gilt z.B. direkt fiir Temperatur-
belastungen eines sogenannten Liners.

Bei einem faserverstdrkten Metalltank ist es sinnvoll, kein heiB-
aushirtendes Harz zu nehmen, da sonst nach dem AushirtungsprozeB
der Verbund klafft und nicht mehr geniigend dicht am Metallteil an-
liegen wird, mit der Folge, daB sein Traganteil reduziert ist. Auf
jeden Fall musB (Bild 2,9) die Bruchdehnung des Harzes erheblich gréBer
als die des Verstirkungsmaterials sein. '

2.3 Grenzschicht und Fadenbeschichtung

Bei einem Verbundsystem sollte die Haftfestigkeit in den Grenzflichen
mindestens so groB8 sein wie die Scherfestigkeit in der Matrix, um
eine Ubertragung von duBeren Kridften auf die Fasern zu ermdglichen
[Gelgerl Fiiller]. Eine Beeinflussung dieser Haftung und gleichzei-
tig auch der Benetzung ist durch Aussuchen von geeigneten Matrix-
Faden-Kombinationen, durch chemische Oberfldchenbehandlung der Fasern
und durch Beschichtung der Fasern méglich,

Nach Festigkeitsgesichtspunkten liegt die Bedeutung von Grenzschicht
und Beschichtung in

~ der Ubertragung der Spannungen von der Matrix zur Faser;

dem Schutz der Fasern vor mechanischer Besch&adigung;

der Unterstiitzung der Benetzung und der Haftung;
dem RiBstoppereffekt;
- der Beeinflussung -speziell bei Kurzfasern- der Faser-
verteilung und des Faservolumenanteils.
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Diese Funktionen zu erfiillen, helfen die sogenannten Schlichten und
die Haftvermittler (Finishes). Um z.B. Glasfasern (Zhnliches gilt
fir andere Fasern) vor mechanischen Beschdadigungen zu schiitzen und
zu Biindeln zu vereinigen, werden wihrend des Herstellvorganges die
Glasfasern mit einer Schlichte versehen, Die Schlichten beinhalten
hdufig Haftvermittler, so daB die behandelten Fasern direkt weiter
verarbeitet werden konnen. Dabei hingt die Art des Haftvermittlers
vom Reaktionsharz ab. Werden hingegen textile Schlichten verwendet
(stirke-0i~-Gemische), so miissen die Fasern vor der Verarbeitung ent-
schlichtet und dann mit Haftvermittlern versehen werden.

Die o.g. Funktionen lassen erkennen, daB die Giite der Grenzschicht
und das gegenseitige Benetzungsverhalten von Faser und Matrix den
Fasernutzungsgrad beeinflussen. Von der Matrix-Faser-Haftung hingen
das Dehnungsverhalten und die Feuchtigkeitsempfindlichkeit eines
Laminates ab. Schlecht haftendes Harz 1l&ést sich bei Zugbeanspruchung
von der Faser; in die so entstehenden Mikrorisse dringt Feuehtigkeit
ein und greift die bloBliegende Faser an.

2.4 Verbund

2.4.1 Allgemeines

Es liegt in der Natur faserverstirktier Werkstoffe, daB8 sie bevorzugte
Peatigkeitsrichtungen aufweisen, und daB daher fiir eine richtige kon-
struktive Anwendung die Kenntnis sowohl der Hauptbelastungsrichtung
als auch der Hauptfestigkeitsrichtung Voraussetzung ist., Wihrend

also bei Verwendung isotroper Materialien Fehler hinsichtlich der
Lastannahme durch den Werkstoff in begrenztem MaBe durch mehrachsiges
Traggverhalten ausgeglichen werden, besteht ein solcher Spielraum

bei mit Glasfasern und insbesondere bei mit Bor- oder Kohlenstoff-
fasern verstédrkten Werkstoffen nicht mehr. Wegen der nicht vorhandenen
pPlastischen Dehnung sind Spannungsumlagerungen oder Spannungsausgleiche
nur ganz beschrdnkt zu erwarten.

Zu einem kleinen Einblick in die Kennwerte einiger Verbundwerkstoffe
im Vergleich mit metallischen Leichtbauwerkstoffen verhilft Tabelle 2.6

2e4.2 Bpezifische GroBen der Verbundwerkstoffe

Einen sehr groBen EinfluB auf die Auswahl von Verbundwerkstoffen hat
die spezifische Festigkeit bzw. ReiBlinge des Verbundes. Ihre Formel
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lantet (bei Vernachldssigung des bei guten Verbundbauteilen verschin-
denden ILuftanteils):

Sy _ Sk _g+(1-9) En/e
Tv r.43 ¢+ (1-¢) JM/XF

Die Wertangabe erfolgt meistens in km,

(z1)

Die andere wesentliche BeurteilungsgrtBe ist die spezifische Verbund-

steifigkeit, Thre Formel lautet (ebenfalls wieder ochne Iuftanteil):
Ev _ Er  9+(1-9) En/tr
Iv Ye 9 +(1-9) ¥ulyr

(2.2)

Vergleicht man die beiden genannten spezifischen Eigenschaften von
Metallen mit denen von Verbundwerkstoffen (bei Raumtemperatur, Bild
2.,10), s0 sieht man, daB bei den Metallen die Eigenschaften in einem
relativ engen Bereich liegen. Bei den Verbundwerkstoffen 1l&B8t sich
jedoch eine groBe Kombinationsvielfalt zwischen spezifischer Festig-
keit und spezifischer Steifigkeit erreichen,

Bei dem am h¥ufigsten verwendeten Verbund, dem GFE-Verbund, liegen

die spezifischen Steifigkeiten Mativ niedrig (Tabelle 2.5), Erreicht
wird aber eine hohe spezifische Verbundfestigkeit unter anderem durch
den bei Glas mdglichen sehr hohen Faseranteil ¢y , der gemiB der
Formel 2.1 sich z.B. gegeniiber CFK bei 10 % mehr Faseranteil als

5 % Pestigkeitsverbesserung ausdriickt. Leider zeigen Glasfaserverbunde
eine niedrigere Zeitstandfestigkeit als Kohlenstoffaserverbunde.

Ein Vergleich zwischen BFK und CFK f#llt bei der spezifischen Verbund-
festigkelt zugunsten von CFK aus, zumal BFK im allgemeinen einen
niedrigeren Faservolumenanteil hat, wenn er weniger riBanfdllig sein
soll,

Beziiglich der spezifischen Steifigkeit ist nur hochmoduliges CFK
dem BFK gleichwertig. Als Bettungsmassen werden beim BFX temperatur-
besténdige RH, z.B, Polyimide, eingesetzt. Hiufig wird auch eine
Aluminiummatrix herangezogen.

Beim CFK ist das Steuband der spezifischen Werte am grtBten. Dabei
ist zu beachten, daB sich mit den HT-Fasern hohere Faservolumenan-
teile ( ¢ =65 %) als mit HM-Fasern ( ¢ = 60 %) erreichen lassen.
AuBerdem sind die EKennwerte der hochmoduligen Fasern manchmal nicht
so optimal erreichbar, weil bei kleiner Bruchdehnung eine immer vor-
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handene ungleichformige Faserbelastung im Verbundquerschnitt mehr
ins Gewicht fallt, als bei einer Sorte mit griferer Bruchdehnung.

Wie Versuchsergebnisse zeigen, erbringt der preiswertere, aber festig-
keitsmiBig in der Mitte liegende A-Typ fast gleiche Verbundwerte wie
der HT-Typ. Da er obendrein noch unempfindlicher ist, wird ihm hiufig
der Vorzug gegeben. Probleme entstehen durch den praktisch verschwin-
denden Ausdehnungskoeffizienten in Léngsrichtung bei Klebverbindungen
mit Metallen.

Bedingt durch seine hohe ReiBlidnge ist Kevlarfaserverbund speziell

in der Luft- und Raumfahrt wegen zusidtzlicher Gewichtseinsparungen
interessant, Wie die mechanischen GroBen der gefertigten Bauteile
bzw, Tabelle 2.5 zeigen, liegt Kevlar 49 III mit Epoxidharzmatrix
gwischen Aluminium und glasfaserverstirkten Erzeugnissen einerseits
und Bor- und XKohlenstoffserprodukten andererseits.

Ein Nachteil liegt bei diesem Chemiefaserkunststoff (ChFK) in der
relativ niedrigen Druckfestigkeit. Durch Kombination mit geeigneteren
fasern kann dieser Nachteil etwas ausgeglichen werden.

Das Spannungs-Dehnungsverhalten der wichtigsten Verbundwerkstoffe
im Leichtbau ist fiir Zugbeanspruchung aus den charakteristischen
Kurven von Bild 2.11 zu eninehmen, Als Vergleichskurven sind die
einiger Metalle angegeben, Es lasgen sich aus dem Vergleich der
Kurven auch verformungsvertrigliche Paarungen ablesen.

Zum Schlufl noch einige Bemerkungen:

Bei der Beurteilung der Verwendbarkeit faserverstirkter Verbundwerk-
stoffe diirfen nicht nur die mechanischen Eigenschaften bei Raumtem-
peratur betrachtet werden. Gerade beim Verbund ergibt sich hdufig
nur ein enger Temperaturbereich fiir die technische Einsetzbarkeit,
es sei denn, es liegt ein Verbund mit einer Metallmatrix vor. Die
Materialauswahl ist daher sehr von der Betriebstemperatur abhingig.

Mggliche Vorteile von sogenannten Hybrid-Verbundwerkstoffen (Kombi-
nationen mehrerer Verbundarten) zeigt die Tabelle 2.7 an.




2.4.3 EinfluBgriBen auf den Verbund

Jede Komponente erfiillt im Verbund wichtige Funktionen, deren Bedeu-
tung zum Teil von der beabsichtigten Anwendung und der Beanspruchung
des Verbundes abhdngt. Welcher Art diese PFunktionen sein konnen,
wurde in den vorhergehenden Abschnitten behandelt. An dieser Stelle
soll dargestellt werden, welche Parameter auf die Gewdhrleistung
dieser Funktionen und damit auf die Eigenschaften des Verbundwerk-
stoffs EinfluB8 nehmen (Tab, 2.8).

Solche Parameter sind die Eigenschaften der Fasern und der Matrix
und die Kraftiibertragung Faser-Grenzschicht-Matrix. Es muB Ziel jeder
Auslegung sein, diese Eigenschaften gemeinsam zu optimieren, um einen
groBen Ausnutzungsgrad der Fgsern zu erhalten. Gute Fasern mit
schlechter Grenzschicht oder ungeeigneter Matrix liefern einen schlech-
ten Verbund. '

Eine Zusammenstellung der wesentlichen Eigenschaften folgt hier in
Anlehnung an Geiger und Fiiller:

- E-Modul und G-Modul der Faser;

- Bruchfestigkeit und Warmfestigkeit der Faser;

- Bruchdehnung der Faser;

- chemisch vertrdgliche und mechanisch robuste Faser;

- E-Modul und G-Modul der Matrix;

- Schubfestigkeit der Matrix;

- Bruchdehnung der Matrix;

- Wdarmeausdehnungskoeffizienten von Paser und Matrix;

- gutes Haftungs- und Benetzungsverhalten zwischen Faser
und Matrix;

- bei Kurzfasern die kritische Faserlinge fiir die
Kraftiibertragung.

Zu den EKurzfasern noch einige Hinweise., Nach der Theorie beruht die
verstarkende Wirkung von Kurzfasern in einer Matrix auf der Tatsache,
dafl bei Belastung die isotrope Matrix den LastfluB iiber Matrixschub-
briicken in die Fasern einleitet. Die verstédrkende Wirkung hingt vom
Verhdltnis Faserldnge zu Faserdurchmesser ab, so daB, gleiche Matrix
vorausgesetzt, auch Kurzfasern groBe Festigkeit erbringen kdnnen.
MaBgebend dafiir ist die Kraft, die iiber die Oberfliche iibertragen
werden kann,

Wie ein aus mehreren Lagen gewickelter Verbund aussieht, wird am
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Beispiel von CFK in Bild 2.12 gezeigt. Die Lufteinschliisse weisen
auf eine noch nicht optimale Erzielung aller Parameter bei der
Fertigung hin.

2.4.4 Einige rechnerische VerbundgrtBen

Fir jeden Verbund gilt, daB er aus den Komponenten Fasern, Matrix
und Iuft aufgebaut ist. Um den EinfluB der Komponenten auf die mecha-
nischen Eigenschaften des Verbundes beurteilen zu konnen, wenden wir
die folgenden Zusammenhinge an (siehe auch [Puck/Wurtinger))

Als BezugsgridBen sind dabei anzusetzen

der PFasergewichtsanteil

G V -,
v = SF | Ve ¥ : (2.32a)
= G
und
der PFaservolumenanteil
LF = VF = VF (2~l"°)
\"4 VF*VH*'VL

wobei VF der in einem Volumenanteil enthaltene Faservolumenanteil
ist, Da das Gewicht der Luft bedeutungslos ist, erhalten wir

F

Somit stellt sich dem Ingenieur die Aufgabe, die vier gegebenen Gros-
sen Yr, ¥u, 6, 6y aus dem Herstellungsprotokoll eines Verbund-
teils abzulesen und daraus die GréBen ¢, und 7, mit folgenden
Beziehungen zu bestimmen:

Gr

- i 2.3b
Y ot o ‘ (2.3b)

Bezogen auf die festen Bestandteile ist
1
e =

dr Gn
e
In Gr

Wenn die wenigen Prozent ILuft vernachldssigt werden, ist

(2.4b)

e > ¢

Als Berechnungsformel fiir das spezifische Gewicht des Verbundes
gilt:

¥ N 1) -
Ay * o =[cp+(1 ) 3:] I . (2.5)

2-16



Sigrafil

V.: 2200:1

Bild 2.1 VergrtBerung einer gerissenen CFK-Probe aus Sigrafil-
fagern (Harz: ERLA 4617)
(Foto: M,A.N.-Neue Technologie, Miinchen)



Tab. 2.1 a Kohlenstoffasern
Einheit gfem?] pm Nlmm: Nfﬂrm'n2 — %o 107¢ % 70-‘/°C W/m°C J/5°C Dﬂ/kg
Faser Hersteller [Verprotad] ¢ [F1070) drgse Ep 10| v d%:f.ﬁ'g deen | der [ > c Preis
Thornel 50 vcc Rayon [163+157 }9:50%‘-" 3540
n 505 " w  [1ssael7+8 | 1950 |39:40 05:1 |-05
" 75 n 1 1,82 2180 55 05
" 755 " n 1,82 235y |53156 0,38 1400
" 100 ] PAN 7.0
" 300 " [ 1910 | 2,26
0 400 i w {178 R [EX] 1,0 1200
Grafil A |Courtaulds | PAN |1,73 TS0T 135422 1= 14
n AS ! n hmsm] 9 |2600 [t75+208 1,0 -1 20 3% {09
Ho HM " wo |13 |83 [3399° |as:42 0,55+0,65
" HMS " " 19 | 80 {2580 |31:38 0,40 750
" HT " no 1176 | 86 | 2990% |22:28 -43:-1| 10
" HTS " " 1,77} 8,0 |3000 |22:25 077 600
Modmor I (uH)| Morganite | PAN | 1,9 Taot |39 446 0,72
" IS [t} 1 1,9 { 7.7 | 1700 3,45 0,35
n I (HT) ! u o t7end 8 | $3497 |2.2¢3.2
n ES I v |277] 80 | 2370 | 2,55 0,65
n I ] n 2700 | 2.2 10514
n JIS " [F} 165183 | 1300 1,9 0,53
n I¥S n I 1.8 115+88 "21{3 T Pas:375
Sigrafil NF Sigri PAN 88 | 1720 | 1,57 450
it HF ] T} 25,0 | 195 07
" HM h N 1960 | 4.4 0,6
Torayca T400A| Toray PAN 2600 | 25 Ga=1,0
n T3I00Al w178 |a1=84f 2399° | 2,4 0812 430
ht T200A it " 178 |81+84 2700 | 2,2 1014
no M40A " " 1,8 17278 2200 | 35 0,6 670
Panex 30A |Stackpole | — |1.78 §;'§g* 2072 2,28 270
no 30C " — |17 130+ o722 210
Celion GY 70 | Celanese — 191 8 |1730 | 53 500
Rigolor AC | Le Carbone | — [1,75 [ 12,6 | Big' [173+22 10+ 14
N AG n — 1195|1355 [342+43 06
HyFit Hifil — |17 2000 | 1,9
0 n ) 1. 7% 2600 | 2.4
i n — |19 1720 | 34
Hitron 201 Hitco PAN | 153 1660 | 1.37
" 401 " " 1,7 1830 | 276 08+10
Fortafil 3T - 1,8 2080 | 2,07
N 4T — |17 2620 | 2,62
n 5T —_ 1.8 2760 { 2,3
i 67T — 13 2900 | 4,0
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Tab. 2.1 D

Sonstige Fasern

Einheit gfem?| um | Nfmm? (Njmm?| — | % 10"/"{: 10" |wfm°c |4/g °C DM/kg
Faser I Hersteller [orproaud § [FeTo) 6,506 |£6 10" oy | en | en | 2 € | Pres
Bor - Faser
Bor 264222\ 95:000) 309 F 387445 06 |72 3500,
BorlC 224 | 100 | 2930 {359:408
Bor|W pussaso| s | 3100 140|027 | 06 2600,-
g‘uga:ﬁv_ Seele 3,k g’s%% + 3.87+4,9 ‘rEOO"
Chemie-Faser
Keviar 29 Du Pont 144 2700 0,63 4
Keviar 49 " 1,65 |10 12| 2050 | 1,34 20:21|-1:-25 048 |12:15| woo,-
Keviar 48 T n 1,47 | 10 | 2400 1,6 3,3
Keviar 48 T " 145 {11:12] 2750 | 1,3 20+21[-1:-25 048 |12:15| 120,-
Kevlar 49 I¥ " 1,45 2950 083 33
Nylen T-728 1,14 980 0,05 19
Glas - Faser
A 2,48 2450 |06+07 0,83
E Rasizs B..10 | 3300% lozsge2| 025 | 244 |es:s2 08s:098| 0,8 5,-
R 25 | 10 | 37957 ose+r0s
s pesras] 10 | 2350+ Joges1os 53 | 29 0,73 |10-+20-
X 25 7000 | 1,25
M 2,89 3sop | 117
HM 2520 1,2%
Guarsglas 22 | 9 700 losz:g72) 017 | 1 0,54 036 | 300-"
Whiskers
Fe 778 | 1,6 [13000 | 2 300~
Alz Dy a5 a8 21000 434353 20000,-
o - 5iC 3,2 {a5+20(21000 | 4.6 5000,-
B - sic 8000,~
Fybex Du Pont 01:0% 5,-
By C 2,5 ¢ {14100
Grafit 16447 20000 f12:72
SiC 21000 [42:49 16000, -
Cu 3,68 | 125 | 3000
St 23 6900 | 015
cr 7,2 9100 | 2,4
Metalldrahte
Fe 7,74 4200 | 2,02 |028 300,~
w 19,4 4050 | 4,2 5000-
MO 10,8 2250 | 36
Rene 41 8,26 2030 | 1,65
Be 1,83 1300 |2,5+295] 0625
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ohlenstoffaser { Carbonfaser)

(7 bis 9 ym Durchmesser )

Modmor
Grafil
horns Sigrafil
{Rayon) s (PAN)
Glasfasern Kevlar - Faser
( 9 bis 13 pm } {12 pm )

etalldrahte
( 1 bis 30 pm )

Borfaser (100 ym )
Whisker

| SESSEE |

10 pm Wolframseele (12 pm)

Bild 2.2 Faserquerschnitte
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Zugfestigkeit als Funktion
der Temperatur
[ Studie GFK]

— 3
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§ /
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'j unverstreckt
1
300 »00 500 §00
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~
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@
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2
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-
w b 4 | §
> |
B 8
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I
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Bild 2.3

EinfluB der Hochtemperatur-
verstreckung auf Festigkeit und
Elastizitatsmodul von

PAN - Kohlenstoffasern
[ Johnson et al.]

Bild 2.4

Festigkeit und Elastizitatsmodul
der Faser in Abhdngigkeit von
der Warmebehandlung
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Bezeichnung Dehnung Elastizitdtsm.| Festigkeit
. 4 2 2
HF / 1M 1,2+0,2% 22-10" N/mm 2650 N/mm
= e
HP / MM 0,9+0,1% 25.10"% W/mm? 2500 N/mm
MT / HM 0,6+0,05% |35 -10% N/mn® 2150 N/mm®
- 2
HT / HHM 0,45+0,05% |53-10% N/mm® 2500 N/mm
) . 4 2 2
A (Mischprodukt) |1,2+0,2% 20-10" N/mm 2300 N/mm
Tabelle 2.2. Klassifizierung der Kohlenstoffasern
Kunststoff-
Eigenschaften ruppe Thermomere Duromere
¢ ¢ linear unvernetzte Makro-| dreidimaensional vernetzie
Struktur molekiile Makromolekile
Fadenmoliekiile Raumnetzmolekiile
. Makromalekiils Makromaolekiils
Bindungsmecha- primdra Bindungen primire Bindungen
nismus Makrorolekilverbond: Valenzbindungen
sehkundire Bindungen
VAN DER WAALS Krifte
S S o S
i — — —
-ll Hi H ] "_:
gusgeprdgte Ligenschafts-| bedingt geringe elastische
Thermisches dnderungen - Erwaichung . -
Verhalten 8 c A2
NRAVEN I R
: N §
| b Nz RN
— —_—T
. . spanend spanend
Verarbeitbarkeit LTI
Formidnderungsverhall. || reversibel irreversibel
Reckbarkeit rechbar nicht reckbar
Schmelzverhalten schmelzbar unschmelzbar
Lésungsverhaliten unbegrenzt quelibar begrenzt gquellbar
grundsdlziich Ildsbar unloshar

Bild 2.6 Charakteristische Eigenschaften der
Kunstharze [ BW 1591, VDI ]




Synthetische Kumststa(fe

Polymerisate

Polyaddukie

Einteilung der Kunststoffe nach
Bildungsreaktion und Struktur

!
| Duromere | | Themmoplaste | [Duromere] | Thermoplasie | [ Duromere ] | Thermoplaste |
Phenotharz Polyamid Polyithylen Epoxidharz  lin. Polyurethane
HarnstofTharz Polycarbonat Polypropylen  vernetzte chionierte Poly-
Thichamsioffharz  Polyester Polybuten-) Polyurethane dither
Melaminharz Polyphenylenoxid Poly -4-methyl- 2L
unges. Polyester-  Polysulfon penten-1
harz Polyvinylacetal lonomere
Alkydharz ] Polyvinylchlosid
Allytharz Polyvinyliden- Tabelle 2.3
Silicon chiorid
Polymid Polymethyl-
Polybenzimidazol methacrylat
Polyacrylntril
Polystyrol L
Polyacetal [ Domininghaus ]
FluorkunsistofTe
Polyvinylalkchol
Polyvinylacetat
Paly-p-xylylen

Vorteile der EP-RH:

1.
2.
De

4,

10.

11.
12.

15.

14.

lufttrocknende Hartung

hohere Flillbarkeit

niedrigere Schwindung, die schon
vor der Gelierung einsetzd
hervorragende Haftung auf fast
allen Materialien

geringere Mikroporositat
héhere Chemikalienbestadndigkeit,
besonders gegen Alkalien
hohere Festigkeiten beil stati-
scher und dynamischer Beanspru-
chung

gute Vibrationsfestigkeit

gute Warmestandfestigkeit und
hohe Dauerwirmebestandigkeit
hohe Dampfung, besonders bei
erhohten Temperaturen

gutes Alterungsverhalten
geringere Bremnbharkeit der
Standard-Reaxtionsharze
Geruchs- und Geschmacksfrei-
heit der Fertigteile

Systeme "nach Mall" herstellbar

Vorteile der UP-RH:

1. niedrigerer Preis
2.
OB

kurzere Hiartezeiten
niedrigere Viskositat der
Standard-Harze

4, leichtere Handhabung

5. weniger Fehlermoglichkeit
bei der Dosierung der Hirte
leichtere Entformbarkeit
Herstellung von glasklaren-
Karpe}n méglich, geringe
Vergilbung

bessere Bestandigkeit der
Standard-Harze gegeniber
organischen Sauren

weniger toxisch beli der
Verarbeltung

Tabelle 2.4

Vergleich der Vorteile von EP-RH
und UP-RH (BW 1591, VDI)



E-Modul
[N[mm2]

t\
3000

2000

CY 221 -LY 556 ~HY 906 - DY 064
0 ———

100 50 : 50 : 80 : 1

(4h 80°C, 5h 100°C , 16h 120°C)

te = 120°C
\
20 45 70 95 725 %5
Bild 2.7 Abfall des Elastizitdtsmoduls R

einer speziellen Epoxidharzmatrix (€51% )
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Tabelle 2,5 Einige Harzsysteme
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Verwendung geringerer Mengen des teureren Werkstoffs
Erleichterungen bei der Herstellung

Verbesserte Schlagfestigkeit

Hohere Belastbarkeit zum Bruch
Kleinere Querschnitte

Geringere Korrosionsempfindlichkeit
Héhere Dampfung

Geringere Warmeleitfahigkeit
GrolRere Steifigkeit

Tabelle 2.7 Verschiedene mdgliche Vorteile von Hybrid-Verbund-

werkstoffen

Fagerfestigkeit

a) Minderung der Festigkeit durch chemische Reaktion mit Faser-
iberzug oder Matrix

b) Beschidigung der Oberfléche wihrend der Verbundherstellung

¢) Faserbruch

Grenzschicht

a) Schwache Faser -~ Matrix - Grenzschicht
Sofern Uberziige aufgebracht werden

bg Schwache Faser - Uberzug - Grenzschicht |
¢) Schwache Uberzug -~ Matrix - Grenzschicht

Matrix

a) Porositat
b) Einschliisse
¢) Verunreinigung der Matrix

Fertigung

a) Geringer Faservolumenanteil
b) Schlechte Faserorientierung
¢) Schlechte Faserverteilung

d) Ungeniigende Aushdrtung

Tabelle 2.8 Probleme bei der Herstellung des Verbundes

[Geiger/Fiiller]
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5. Herstellung von Verbundbauteilen

Bevor die verschiedenen Herstellungsverfahren von Bauteilen aus
Faserverbund aufgefiihrt werden, ist zu kldren, in welcher Art Fasern
verarbeitet werden konnen bzw. welche Verstidrkungsmaterialien auf
dem Markt vorliegen.

5.1 Verstédrkungsmaterialien

Die Eigenschaften von Faserverbund hiéngen sehr davon ab, in welchen
Verstidrkungesmaterialien die Fasern zum Einsatz kommen (Bild Sl
So werden beispielsweise bei Kohlenstoffasern folgende Produkte an-
geboten [MBB, WF Inf. 1973,S. 38]:

Eingelfasern - mit 5 bie 10y m Durchmesser. Zur Verstirkung
einer Metallmatrix werden seit neuestem Fasern
mit 50 bis 250 pm Durchmesser geliefert

Rovings -~ bestehend aus 100 bis 10000 Endlosfasern bis
rund 300 m Linge

Garna - bis etwa 1000 m Li#nge, verdrillt und nicht
verdriilt
Gewebe - verachiedenater Webarten, auch dreidimensional

Filz, Matte - verschiedene Arten

Prepregs - PFaserstrang, Band, Gewebe, Matte mit Kumst-
harzen imprégniert. Handelsiibliches Band z.B.
1000 x 300 mm Breite, 0,125 bis 0,375 mm
Dicke, Fasergehalt 50 bis 60 Gew. %.

Diese Produkte werden mit und ohne Oberfléchenbehandiung geliefert,
damit die Fasern besser von der Matrix benetzt weréen und die Haftung
der Matrix ebenfalls verbessert wird.

Es sollen nun diejenigen Faserprodukte vorgestellt werden, die fiir
fTestigkeitsmiBig hochwertige Bauteile am interessantesten sind,
ndmlich Boving, Gewebe und Matte. Ihre Beschreibung kann nach dem
VDI-Blatt 2012 und nach [Haferkamp] vorgenommen werden,

3¢1.1 Rovings

Rovings sind Spinnfdden, die mit und ohne Drillung in gréBerer Zahl
anndhernd parallel zu einem Fadenstrang zusammengefaBt sind. Bei

Glasseidenrovings kénnen es 20 bis 120 Spinnfiden sein. Die Spinn-
fdden - auch Enden genannt - entstehen durch Zusammenfassung einer
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bestimmten Zahl von Elementarfiden. Die Gesamtzahl der Elementar-
fdden bzw. Filaments in einem Roving ist{ verschieden.

Zum deutschen Standardspinnfaden der Endlosglasfasern wurde der
Spinnfaden EC-10 [Johnson]. Die Anzahl seiner Elem.fdden ist 204.

Er begitzt - bei dem iiblichen Elementarfadendurchmesser von 10 mm -
eine sogenannte Spinnfadenfeinheit von 40 Tex (1 Tex = 1 g/1 km, vgl.
auch Anhang II) und weist 60-fach zusammengespult als sogenannter
60-ends-Roving eine sogennante Rovingstrangfeinheit von 2400 Tex
auf,

Die Entwicklung der Rovings zielte spiter in Richtung von gréBeren
Elementarfadendurchmessern bis 14 mm und reduzierter Spinnfadenzahl,
SchlieBlich wurde bei Glas im Rahmen der Optimierung der Fertigungs-~
parameter der 1-end-Roving (Cosmostirand) hergestellt. Mit ihm werden
Rovingstrangfeinheiten zwischen 300 und 2400 Tex angeboten, wobei
mit den kleimeren Texwerten auch kleinere Lagendicken verwirklichbar
gind,

Mehrere Rovings werden im allgemeinen zu einem Wickelband zusammen-
gefaBt. Der Bandquerschmnitt berechnet sich dann aus Anzahl der Rovings
mal Ansahl der Spinnfiden mal Anzahl der Elementarfidden mal Fliche
des Elementarfadens,

Da die Herstellungskosten um so hther sind, je mehr Lagen gewickelt
werden miissen, verarbeitet man Biinder aus Faserbiindeln mit 10000

und mehr Filaments. Es lassen sich damit auch unterschiedliche Lagen-
stidrken realisieren.

Mit Rovings werden die hichsten Festigkeiten erzielt, jedoch liegt
die Verstérkung nur in einer Richtung vor,

3+1.2 Gewebe

Gewebe sind auf Webmaschinen hergestellte Bahnen, die aus mindestens
zwel Padensystemen (Kette und SchuB) bestehen und deren einzelne
Fiden in einer bestimmien Bindungsart rechtwinklig miteinander
verkreuzt sind., Gewebe sind in der Regel zweidimensionale Verstdr-
kungsmaterialien, die bei gleicher Anzahl von Fédden in Kett- und
SchuBrichtung auch gleiche Festigkeit in diesen Richtungen aufweisen.

3e1.3 Matten

Matten sind regellos geschichtete, flédchige Verstirkungsbahnen, Sie
haben in allen Richtungen ihrer Ebene dieselben Festigkeiten, die
jedoch niedriger sind als bei Gewebeverstidrkungen. Die geschnittenen
Fasgsern sind ca. 20 bis 50 mm lang; die Whisker in WhiskerfilZen nur
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wenige Millimeter.

5.2 Yerarbeitungsarten
3.2.1 Trockene Verarbeitung

Mit Harzmischanlagen und Triénkeinrichtungen konnen aus Reaktions-
harzmasse und Verstirkungsfasern vorimprégnierte, begrenzt lager-
féhige Fasererzeugnisse hergestellt werden. Sie werden Prepregs
genannt. Geliefert w?rden vorimprédgnierte Rovings, Matten und Gewebe.
Es gibt aber auch Stapelglasfasern in Form einer klebrigen, knet-
baren Masse.

Prepregs irn Form von Rovings werden beim Trocken-Wickelverfahfen
verwendet, und Matten beim Trocken-ILegeverfahFen. Prepregs lassen
sich bis zu ihrer Verarbeitung mehrere Monate entsprechend den Vor-
schriften gekiihlt aufheben, ohne daB das Harz aushirtet.,

Die Vorteile dieses Verfahrens sind: definierte Faservolumenverhilte
nisse, gleichmiBige Harzverteilung iiber dem Bauteil und geringe
Abweichung der Faserorientierung voa der gewollten Richtung. Von der
Bearbeitungsseite her ist die Verwendbarkeit hochviskoser Harze von
Vorteil und die vereinfachte Verarbeitung der Pregregs. Alles in
allem konnen die Prepregs zu einer Verringerung der Streuung und
Verbesserung der Mittelwerte der WerkstoffgrtS8en verhelfen, Nachteile
8ind der Prels, und daB eine Hirtung bei erhhter Temperatur vorge-
nommen werden musB,

Borfasern und Kohlenstoffasern werden relativ hdufig als Prepregs
verwendet, Besonders bel der Borfaser ist aufgrund der hohen Steifig-
keit eine nasse Verarbeitung schwierig. Borfaser-Laminate werden
deswegen [VDI 2010, Bl. 1] am besten iiber Prepreg-Halbzeuge herge-
stellt. Die Borfaseyn werden dabei mit Hilfe eines Wickelverfahren
in einer vorvernetzten Hargzschicht getrénkt, Borfasern in Aluminium-
matrix kdnnen schon als diinne Bleche und Binder geliefert werden,
Bei den Kohlenstoffasern werden hauptsidchlich im "Topf" gelieferte
Rovingblinder verarbeitet.

3.2.2 Hagse Verarbeitung

Bei dieser Verarbeitungsart wird das Harz erst unmittelbar vor dem
Wickeln oder Legen mit der Faser in Beriihrung gebracht. Das zeigt
direkt die Vor- und Nachteile an. Es ist nicht wiinschenawert, Faden-
zufilhrung und Harzbad mitrotieren zu lassen.

Von Vorteil ist die mdgliche Verwendung kaltaushirtender Harze und
der gegeniiber Abschnitt 3.2.1 geringere Arbeitsaufwand. Von Nachteil
ist die begrenzte Gebrauchsdauer des Harz-Hirter-Bades und die etwas
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schwierigere Faseranteilregulierung, die beim Wickelverfahren iiber
eine Verspannung der Wickelrollen erfolgt. Je hdher der Wickelzug ist,
desto hbher ist auch der Faseranteil. Anwendung findet diese Imprig-
nierart iiberwiegend bei Glas-, Kevlar~ und Kohlenstoffasern.

3.3 Faserverarbeitungsverfahren

Die Herstellung fldchenhaft ausgedehnter Bauteile kann durch Spritzen,
Roving=-Verwickeln, mit Hilfe vorgeformter Bidnder oder Laminatplatten
geschehen, Dabei k¥nnen diese Rohprodukte als Prepregs ausgebildet
sein,

In vielen PHllen ist gegeniiber dem Feritigungsaufwand metallischer
Bautelle mit einem zusidtzlkichen Aufwand fiir die Fertigung des Faser-
verbundes zu rechnen., Dieser Aufwand wird in Abhédngigkeit von den
Eigenschaften der Faser schwanken, Allerdings bietet sich bei Ver-
wendung von Faserverbunden Gfters die Gelegenheit direkt die Form
des ?ertigproduktéa zu erzielen, ohne da8 - wie bel der Metallver-
arbeitung - Eimzelteile zur endgiiltigen Form durch eine Fiigemethode
usw, verbunden werden miissen.

Eine Zusammenstellung der Faserverarbeitungsverfahren bieten die
Richtlinie VDI 2011, die Studie GFK und die Vetrotex-Broschiire.

Zwr Art der Verarbeitung von Fasermaterialien kann gesagi werden, da8
sie festigkeitemidBig Hhnlich wichtig ist wie die Faserauswahl. Wenn
optimale Ergebnisse erzielt werden sollen, miissen eine gleichmiBige
Anfangsspannung der Fasern, eine gute Faserausrichtung und auch eine
gleichmifige Faserverteilung vorliegen.

3431 Yerfahren fiir niedrig beanspruchte Bauteile
Handauflegeverfahren (Handlaminierung)

Das vorgenannte Verfahren ist ein handwerkliches Verfahren, bei dem
mit oder ohne Druckluft Matten und Gewebe auf oder in eine Form
(Matrize oder Patrize der zu erstellenden Struktur) lagenweise ge-
bracht werden., Luft und i{iberfliissiges Harz werden dabei durch Hand-
walzen so gut wie mdglich herausgequetscht,

Der Vortell dieeses Verfahrens liegt in der relativ einfachen Fer-
tigung, der allerdings mit niedrigem und ungleichmiéBig verteiltem
Fasergehalt erkauft wird, Fir GFE-Gewebe z.B. werden Paservolumen-
gehalte bis p= 50 % erreicht, fiir Matten ist der Wert niedriger.
Zur Gewinnung von Strukituren hoher Festigkeit und kleinen Gewichtes
ist dieses Verfahren nicht geeignet.
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Schleuderverfahren

Bei der Herstellung von Rotationskorpern wird u.a. das Schleuder-
verfahren angewendet. Dabei werden lockere Fagerarmierungen aus
Matten oder aus Geweben in einer AuBenform geschleudert. Dann wird
in die drehende AuBenform Harz eingespritzt, was zu einer sehr
dichten, fast luftfreien Oberfliéiche des dann noch auszuhirtenden
Rohres fiihrt. Die erreichbaren Pasergehalte werden flir GFK mit bis
zu 40 % angegeben.

PreBverfahren

Fiir gréflere Serien werden heiB- aber auch kaltarbeitende PreSver-
fahren eingesetzt. Diese Verfahren lassen schon eine recht genaue
und reproduzierbare Fertigung zu, so daB mit ihnen auch hochbean~-
spruchbare Bauteile hergestellt werden kinnen. So lassen sich z.B,
rotierende Scheiben aus einer Vielzahl orthotroper Gewebe (Matten
sind dann nicht mehr geeignet) zu einem gquagiisotropen Gebilde auf-
bauen. Beim Kaltpressen lassen sich schon Faseranteile von Y= 50 %
herausholen,

Zwei andere Verfahren -~ das Faserspritzverfahren und das Nieder-
druckverfahren - sind von nicht so groBer Bedeutung.

34342 Wickelverfahren (Filament-Winding)

Nach den vorgenannten mehr handwerklichen Verfahren zur Herstellung
unterschiedlich stark beanspruchbarer Strukturteile finden wir bei

den Wickelverfahren rein maschinelle Verfahren, die eine sehr gute
Reproduzierbarkeit gegeniiber den unter Abschnitt 3.3.4 genannten
gewdhrleisten. Diese Verfahren dienen zur Herstellung von Struktur-
teilen oder Strukturen optimaler Festigkeit bei kleinstem Gewicht,

Ihr Prinzip besteht in der Regel darin, Rovings oder Gewebebénder

in einer Trinkvorrichtung mit Harz zu imprédgnieren, in einer Abstreif-
vorrichtung vom iiberschiissigen Harz zu befreien und iiber Fihrungs-
rollen auf einen Wickeldorn zu wickeln. Selbstverstidndlich kénnen
auch Prepregs verarbeitet werden,

Naturgemdf 1H8t dieses Verfahren nur das Wickeln rotationssymmetrischer
Strukturen zu. Es gelang damit im Jahre 1948 Richard Toung zum ersten-
mal einen BehH#lter fiir festen Raketenbrennstoff aus Glasfasern und
Epoxidharz herzustellen.

Grundsétzlich handelt es sich bei allen Wickelsystemen um eine
Kombination von hin~ bzw, hergehenden, drehenden Bewegungen, wobei

gu beachten ist, da8 beim Wickeln die Fiden nebeneinander zu liegen
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kommen (Bilder 3.2 und 3.3). Das bedeuitet, daB8 die Drehzahl des
Kernes mit dem Vorschub der Fadenfiihrung abgestimmt sein muB.

Nach [Dﬁrrkopp] kann man die einzelnen Wickelverfahren nach der Wickel-
kernkinematik in Drehbank-, Planeten~ und Taumelsysteme und mnach der
Art der Fadenablage beim Wickeln in schraubenformiges Wickeln, Wickeln
von Pol zu Pol und das Strickland-B-Verfahren einteilen,

Diese Hauptwickelsysteme sollen nun etwas niher beschrieben werden,
so wie es in der VDI 2011, bei [Neitzell und {Haferkamp] sehr gezielt
geschehen ist und hier teilweise iibernommen werden soll.

a) Schraubenfirmiges Wickeln

Das schraubenfirmige Wickeln ist das am weitesten verbreitete Ver=-
fahren. :

Beim Arbeiten mit einem rotierendem Kern wird das Verstirkungsma-
terial iiber einen beweglichen Filhrungsarm aufgewickelt, Der Wickel-
winkel wird aus den an das Bauteil gestellten Anforderungen und
seiner geometrischen Form ermittelt. Er liegt zwischen ca. 10° und
90° (Umfangswicklung) und wird durch die Drehgeschwindigkeit des
Kernes und den Vorschub der PFadenfilhrung eingestellt., Die Faden-
filhrung bewegt sich parallel zur Lingsachse des Kerns. Einer voll-
stindigen Uberdeckung des Kerns entsprechen also zweli Schichten des
Faserwerkstoffs.

Bel nicht rotierendem Kern wird der PFaden vorbeigefiihrt. Nachteilig
ist dann, daB sich bei dem nun liegenden Kern das Harz beim Na8-
verfahren an der Unterseite sammelt,

b) Das Strickland-B-Verfahren

Das Strickland-B-Verfahren ermtglicht das Wickeln konischer Korper.,

Mit Hilfe eines rotierenden Armes werden bei diesem Verfahren Liéngs-
fiden in Achsrichtung auf den Kerm gelegt, durch die die notwendigen
Unfangswicklungen fixiert werden.

c) Wickeln von Pol zu Pol

Das Wickeln von Pol zu Pol ermdglicht Wickelwinkel kleiner ungefdhr

15° und damit das Herstellen von geschlossenen Behdliern, Diese

Wickelart liefert die beste PFestigkeit in Achsrichtung. Die Faser-

ablage kann dabel planar oder geoddtisch sein (die Begriffe planar

und geoddtisch werden im nichsten Abschnitt erklirt).

Bei rotierender Fadenfiithrung dreht sich der Wickelkern langsam um
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seine Achse, wiahrend der Arm mit dem Faden um den Kérper rotiert.

Bei feststehender Fadenfiihrung ist die Achse des rotierenden Wickel~
kSrpers gegeniiber der Horizontalen um den Wickelwinkel geneigt, Die
Drehung um diese Achse ist langsam und dient nur dem Fadenvorschub.
Zusdtglich rotiert der Kern um eine senkrechte Achse, die eigentliche
Wickelachse.

Dazu noch erginzend gibt Neitzel je nach den erforderlichen Eigen-
schaften eine etwas andere Einteilung der Wickelarten an (Bild 3.4),

dae reine Umfangswickeln, wenn die Last iberwiegend in Um-
fangsrichtung auftritt;

das kombinierte Umfangs- und Schraubenwickeln, mit dem man
gute Festigkeit in Achs- und Umfangsrichtung erzielt;

das reine Schraubenwickeln, welches fiir sich nicht dndernde
Belastungsrichtungen optimal wire;

das Wickeln von Pol zu Pol, das die beste Festigkeit in
Achsrichtung ergibt;

das Doppelschraubenwickeln fiir Teile mit unterschiedlichen
Poloffnungen,

Zu den einzelnen Wickelverfahren fiihrt Ainsworih noch einige zusitz-
liche Bemerkungen an: Umfangswickeln reduziert die festigkeitsmin-
dernden Kreuszungepunkte auf dem Polrand. Fir sich in der Richtung
&ndernde Belastungen ist das Schraubenwickeln nicht optimal, da die
Fasern nicht in Hauptapannungsrichtung liegen, so daB bei Anderung
der Belaatnngsrichtungeﬁférheblich zum Tragen herangezogen wird. Das
filhrt bei GFK-Behdltern gu dem bekannien Schwitzen (Weeping), falls
kein abdichtender Liner verwendet worden ist,

Liegen Langzeitbelastungen und groSere Lastwechelzahlen vor, so ist
Umfangswickeln in Verbindung mit planarem Wickeln am besten. Da beim
Plamaren Wickeln gegeniiber dem exakten geoddtischen Wickeln von Pol
zu Pol direkt iiber die Polkappen gewickelt wird, konnen Behdlter mit
unterschiedlichen Pol&ffnungen fast ohne Gewichtsverlust hergestellt
werden, In diesem Zusammenhang sei aber auf Abschnitt 4,9 verwiesen,

Sed Herstellgggszubehﬁr fiir Wickelverfahren

3e4e1 Kerne

Die einzelmsn Faserstringe miissen auf einen Kern gewickelt werden,
dessen AuBenkontur der Innenkontur des fertigen Verbundkdrpers ent-
gpricht. Somit ist es unabhéingig von der Art eines Verbundkérpers
notwendig, einen Kern analog Bild 3.5 zu verwenden, An diesen werden
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entsprechend den verschiedenen Fertigungsprozessen - Verwickeln von
Rovings, Handlaminjierung von Matien usw, - und auch den unterschied-
lichen Strukturen entsprechend - Behdlter, Rohre, Scheiben, St#be
usw. - die mannigfaltigsten Forderungen gestellt,

Weiter sind die chemische Vertrdglichkeit, das Korrosionsverhalten,
das Temperaturverhalten und die Permeabilitit bei in einem Wickel~
behiilter verbleibendem Kern (hier z.B, diinner, druckstabilisierter
Liner) von groBSem Interesse.

Ganz grob kirnen die Kerne in folgende Gruppen unterteilt werden:

herauslisbarer Kern;
wiederverwendbarer Kern;
Linerkern,

wobei die folgenden an alle Kernarten gestellten Anforderungen
elnguhalten sind:

- genaue Zentrierung (z.B. zwecks Einhaltung der Wickel-
bedingungen):

- genligend hohe Druckfestigkeit, Formerhaltung beim
WickelprozeB (keine Durchbiegung):

- gute Formgebung, glatte Oberfliche;

- kleiner Wirmeausdehnungskoeffizient;

-~ Wirmebestindigkeit beim Aushirten;

- glatte Oberfliche.

Welche Art von Kern die beste ist, kann dabei nur fiir den speziellen
Verbundkérper mit Blick auf seine geometrische Form, die Stiickzahl
und die Einzelwerkzeugkoaten gesagt werden. Hier sollen die Eigen=-
heiten der Kerne und spéter auch der Liner im wesentlichen behilter-
bezogen aufgefithrt werden

a) herausldabarer Kern

Gips, in den z.B, eine Kette mit eingelegt wird, mit deren
Hilfe nach dem Harten Gips gebrochen werden kann;

eutektisches Salz, das wasserltslich ist und auf unter-
schiedliche Schmelzpunkte ausgerichtet werden kann;

Quarzsand-Polywinylalkohol-Gemisch, das ebenfalls wasser-

18slich ist, zusitzlich aber preiswerter und formbestin-
diger ist als die vorgenannten (Bild 3.5 );

eutektisches Metall, das einen niedrigen Schmelzpunkt
besitzt, aber sehr schwer und teuer ist.
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Zur Herabsetzung des Kerngewichtes, seiner Aushirte- und Lisezeit
und um Schwindrisse zu vermeiden, wird im allgemeinen ein Hohlkern
hergeatellt, Das kann z.B, ein druckaufnehmendes Geriist mit dicker
Wandschale beim lésbaren XKern sein, fiihrt aber im allgemeinen gu
wiederverwendbaren Kernen., Da im allgemeinen die Oberfléchefn der
EKerne rauh und ports sind, muB ein iberzug aufgeklebt werden, der
seinerseits allein oder durch ein Trennmittel mit einem waiteren
Uberzug verbunden fiir eine exakte Verbundinnenfliche garantiert.

b) wiederverwendbarer Kern

Metallsegmente (zuziiglich Aussteifung bei Beh#iltern),
deren Kostenaufwand nur bei hsherer Stiickzahl zu recht-
fertigen ist;

¢) Iinerkern

Hier erfolgt die kombinierte Anwendung eines Liners (Blichse) sowohl
2ls Abdichtung als auch als Kern, um Behdlter zu erstellen,

Diinne Faserverbundschale, die vorher auf einem einfachen

Kern gewickelt, danmn aufgeschnitten und des Kernmaterials
entledigt wird. Die Schalen verbleiben nach Zusammenkelben

und Wickeln im Bauteil, Diese Losung ist nicht gewichtsoptimal,
Beim Wickeln eines Behilters muB dieser Verbundliner auBer-
dem innendruckstabilisiert werden.

Aluminium-Liner aus flieBgedriickten AlMg3-Schalen, Meistens
eine Verbindung von drei Linerteilstiicken durch zwei Elek-
tronenstrahlschweiBniéihte gefiigt. Die Wandatirken sind 0,2

bis 0,5 mm. Der Liner kanm aus zwel Schiissen hergestellt
werden, wobei der Fitting gedreht und der Boden nebst Zylinder-
stick aus dem Vorformling heraus flieBgedriickt wird.

Innendruckstabilisierung beim Wickeln sorgt fir ein Nichtw
auftreten von Beulen. Beim Verbund muS dabei beachtet werden,
ob sein Dehnungsvermtgen mit dem des Liners zusammenpafBt,

3edo2 Liner

Beim Auftreten aggressiver Medien und beim Auftreten hoher Driicke
Bind Faserwerkstoffe durch eine Auskleidung zu schiitzen, damit es
nicht zur Auflésung bzw. Durchlissigkeit der Strukturwandung kommt,
Diese Auskleidung auf der Innenseite eines Beh#ilters heift Liner. Er
kann je nach den Einsatzbedingungen organischer oder anorganischer
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Art sein, Die Hauptforderungen an einen Liner sind

- Korrosionswiderstand;

~ Undurchldssigkeit flir Gase und Fliissigkeit
unter Druck;

- Dehnungsvertridglichkeit mit dem Verbundwerkstoff, gute
Zweiachsigkeitsbelastbarkeit;

- aus¥eichende Ermiidungsfestigkeit,

Da die Liner aber nicht nur als Auskleidung dienen, kann man sie
unterteilen in solche, die reine Auskleidungsfunktionen ausiiben, und
solche, die zwei oder mehrere Aufgaben losen,

a2) Metalliner

Der Wumsch nach kleiner Leckrate von Druckbehdltern und der Verwen-
dung kryogener Fiillmedien macht eine Verwendung von metallischen
Linern notwendig. Geeignet dafiir sind zwei Sorten: Stahl- und Alumini-
umliner,

Da die Liner hiufig in den Fitting (Bild 3.6 ) iibergehen, wird im
allgemeinen ein ausreichend fester, aber leichter Werkstoff z.B.
AlMg3 ausgewdhlt, weil man bei ihm - bei gleichem Gewicht ~ einen
dickeren Querschnitt wihlen kann, was sich sehr ginstig auf die
Biegesteifigkeit des Fittings auswirkt. Metalliner sollen so diinn
wie mdglich sein, Auch das spricht fiir Aluminium, weil ein gleich-
dicker Stahlliner erheblich schwerer ist, aber aus Fertigungsgriinden
nicht dem Verhiltnis der spezifischen Gewichte entsprechend diinner
hergestellt werden kann, Allerdings konnen die Wandstirken nach dem
Wickelvorgang elektrolytisch noch auf etwa 0,15 mm abgetragen werden,

Grundsftzlich ist die Wahl des Liners auch von der Wahl eines kalt-~
oder warmaushirtenden Harzes abhéngig, weil z.B. infolge Dehnungs~
behinderung Beulgefahr besteht.

Fir Innendruckbehilter legt Morris,19649, dem Festigkeitsingenieur
vier Auslegungskonzepte fiir Metalliner vor:

elastischer, glatter Liner, der nur im elastischen Druck-
Zug-Bereich arbeitet, damit unter Druck kein Beulen auftritt;

verklebter, glatter Liner, der im plastischen Bereich arbeiten
kann, weil die Verklebung ein Beulen verhindert (fiir den
kritischen Radius einer unverklebten Stelle sollte jedoch

ein Uberschlag vorgenommen werden);
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gesickter Liner, der aufgrund der zusdtzlichen Sicken bzw.
Falten auch nichtverklebt im elastischen Bereich arbeiten
kann;

glatter, dickerer lastmitiragender Liner, der wihrend der
Betriebsgelit nur im elastischen Bereich arbeitet, aber ent-

sprechend dem Autofrettageprinzip einer Anfangsverformung
unterworfen sein kann,

Liner, speziell metallischer Art, miissen sehr genau gearbeitet sein,
damit keine Schwierigkeiten beim Wickelvorgang entstehen und die zu
wickelnde Struktur gut reproduzierbar wird. Ungleichférmigkeiten
fiihren nicht nur zu schwieriger Wickelmaschineneinstellung, sondern
u.8., gu Wickelbandablageverschiebungen, Lufteinschliissen bei Ein-
beulumgen mit eventuell nachfolgenden Instabilititen im Betrieb und
gu ungleichmiifigem Faseranteil iiber der Oberfliche.

b) sonstige Liner

Als Liner werden auBlerdem gummielastische Stoffe, Naturkautschuk-
blasen, polymere Filme, Metalliiberziige und Metallfolien verwendet.

Sie sind dabei immer in Verbindung mit dem Kern zu betrachten, auf
den sie teilweise aufgetragen werden. Um diffusionsdichte Hochdruck-
behdliter fiir Gase herzustellen, wurden wasserlisliche "ParaplastM-
Kerne mit einer elektrisch leitenden Schicht versehen, dann auf
galvanischem Wege mit einer Metallschicht versehen (z.B. Nickel) und
liberwickelt, Nach Auswaschen des Kerns erhielt man eine Hochdruck-
flasche mit Metalliner,

Als bewtihrtes und rationelles Verfahren bietet sich eine Methode an,
bei der als Wickeldorn eine nach dem Blasverfahreq hergestellte
Flasche aus einem Thermoplasten verwendet wird, die im Strukturteil
verbleibt und gleichzeitig dem Behilter als funktioneller Liner dient.
Je nach dem aufzunehmenden Medium erfolgt die Wahl des entsprechenden,
blasféihigen Thermoplasten. Ist die Eigenfestigkeit bsw. Steifigkeit
eines solchen Linerdorns nicht geniigend gro8, um der Beanspruchung
wihrend des Wickelns zu wiederstehen, so geniigt hdufig ein Aufblasen
dieses Dorns wihrend des Wickelns und Aushirtens, um eine
geniigende Formbeatindigkeit zu gewihrleiasten.

3.5 Binzelheiten der Wickeltechnik
3e5+1 Wickelbare Bauteilformen

Die Wickelverfaliren dienen im wesentlichen zur Herstellung nahtloser,
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nicht vollkommen geschlossener, hohler Rotationsktrper [Geiger/FﬁlleﬁL
Allerdings sind nur solche Kérper wickelbar, deren Radius sich stetig
dndert. Eine Sammlung der wichtigsten Formen bzw. Anwendungen gzeigt

Bild 3.7:

Rohr, Zylinder

Raketenspitze, Adapter, XKegel
Isotensoid, Ovaloid, Planaroid
Kugel, Ellipsoid.

Zuslitglich zu der Rotationssymmetrie sollte der Wickelkdrper bei
geoditischer Fadenablage beziiglich seiner Btden (Dome) symmetrisch
sein, weil sonat sich widersprechende Wickelwinkelforderungen gestellt
werden. Diese Aussage wird erst im iibernichsten Abachnitt erklirt.

Zur Begrilndung, warum nicht jede beliebige Form gewickelt werden kann,
missen Grundlagen der Fadenfilhrung erarbeitet werden. Dabei wird vor-
ausgesaetzt, das der Fadenvorschub beim Wickeln kontinuierlich, ent-
sprechend den Erfordernissen geidndert werden kann. Allgemein kann

man sagen: Will man mit einem endlosen Faden eine geschlossene Hiille
auf einen Kern wickeln, so muf man zwangsliufig auf beiden Polen den
Fadenvorschub umkehren, Das bedeutet, daB der Wickelwinkel an dsn
Umkehrpunkten immer 90° gur Langs-(Wickel-)achse betrigt.

3.é.2 Wickelbedingungen

In den Differentialgleichungen, die fiir Wickelkdrper nach der Netz-
theorie aufgestellt werden, ist eine GréBe tan o enthalten, in der o
der Wickelwinkel ist (s. Bild 3.8), (Solange das Harz weich ist, das
heift fiir den Wickelvorgang, gilt immer die Netztheorie als die das
Gleichgewicht beschreibende Theorie). Sie wird jedoch erst in einem
spiiteren Kapitel nebst anderen Berechnungstheorien erliutert.

Gewbhnlich begzeichnet man tan o als Wickelbedingung. Man findet sie
entsprechend den Erfordernissen der Fertigung (Wickelmaschinenart)
oder infolge eines gewollten Fadenkraftver}gﬂfigmsgeodatisch, falls
die Wickelmaschine es kann) als funktionellenYvon geometrischen
GréB8en des Wickelkdrpers, Je nach der Fadenablage kann man zwei
Wickelarten unterscheiden, das planare und das geoddtische Wickeln,

Ihre Wickelbedingungen werden jetzt vorgestellt.

Nimmt man an, daB senkrecht zur Fadenrichtung keine Reibungskrifte
iibertragen werden, dann muf der Faden so abgelegt werden - sonst
wiirde er sich;erlich etwas hinrutschen -, daB er den kiirzesten Weg
fiir eine gesamte Umschlingung benttigt, wenn die Bedingung oc = 90°

3-12



fir die Umkehrpunkte eingehalten wird. Zwischen allen beliebigen
Punkiten entlang einer Fadenlinie mu8 dann der Faden auf einer geodé-
tischen Linie verlaufen. Wir kommen somit zu:

a) GeodHtisches Wickeln

Beim geoditischen Wickeln (Bild 3,9) gibt uns die Clairautasche Be-
dingung fiir geoditische Linien auf Rotationskdrpern die Begziehung

r.sinoe = @ (3.’\)

an, Diese differentialgeometrische Beziehung liefert nach trigonome-
trischer Umformung die Wickelbedingung
Sintec e’

tan‘a = - = Py (3.2)

Zur besseren Einprigung soll der Verlauf des Wickelwinkels « bzw., die
Clairautsche Bedingung bei einem Kegel hergeleitet werden (Bild 5.10)
Dabei liegt der Untersuchung die mathematische Aussage zugrunde, da8
geoddtiasche Linien von Kegeln in der Abwicklung als Gerade erscheinen,
und daB am kleinen Radius des Kegels das Band ungekehrt werden soll.
In der Abwicklung muB also die geoditische Linie an den kleinen Kreis
tangieren. Der Sinus des Wickelwinkels muS dann am Zylinderdurch-
messer Sinoty; = Xe/xg = @ 28in8 /(R 25inY)

sein und an einer beliebigen Stelle Sin=e /r werden. Diese Bezeich-
nung stelli wieder die vorgenannte Clairautsche Bedingung dar, g.e.d..

b) Planares Wickeln

Beim planaren Wickeln (Bild 3.11) kann die Funktion tan o aus der
geometrischen Beziehung gefunden werden [Zimmermann], daB der Faden in
einer Ebene -also planar- verliuft. Die zugehdrige Formel wird im
Kapitel 4 aufgefiihrt (Tabelle 4.1). -

Planares Wickeln bedeutet den Erhalt einer anderen Differential-
gleichung (kurz DGL) als beim geoditischen Wickeln und damit einer
anderen Bodenkontur,

c) Besonderheiten der Wickelarten

Eine wesentliche Konsequenz des geoditischen Wickelns fiir die Faser-
beanspruchung ist mit [Zimmermann] in [Cuntze]l gezogen worden. Durch
spezielle Substitution kann man nimlich beweigen, daB die geoditi-
sche Kontur zu einem Isotensoiden, einem K&rper gleicher Festigkeit,
fihrt. Beim geoddtischen Wickeln sind somit Wickelbedingung und
FPorderung nach gleicher Beanspruchung der Fasern (GiF = const)
identisch.
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Da beim geoddtischen Wickeln auch eine reibungsfreie Oberfléche das
Fadenablegen gestattet, kann man umgekehrt fiir das planare Wickeln

folgern, 4aB hier beim Wickeln, erst durch Schubspannungen infolge

nicht verschwindender Reibung das Wegrutschen der Fiden verhindert

wird,

d) Einflu8 der Reibung

Um ein Gefithl fiir die Bedeutung der Reibung zu bekommen und weil
es fiir das sogenannte "Nichtlineare Wickeln" sehr wichtig ist, sollen
die wesentlichen Beziehungen kurz beschrieben werden.,

Bei Abweichungen der Fadenablage von der geoditischen Linie wird

die immer vorhandene Reibung zwischen Faden und Wickelkern bis zu
einem bestimmten Grenzwert das Abrutschen verhindern, Wie groB diese
Abweichungen sein diirfen, ist besonders wichtig bei der Bestimmung
der Mindestliéingen des Zylinderteils von Behdltern mit unterschied-
lichen polaren Offnungen, denn bei diesen muB der Wickelwinkel iiber
der Zylinderlinge geidndert werden.

Das Gleichgewicht in der Tangentialebene des Zylindermantels liefert
nach Bild 5.12 die Beziehung fiir ein Band

Z'dﬁ(. = 6? P&“d'dlx. &S lJN,

wobel N die PreSkraft des Bandes normal zum Ellipsenschnittrand ist
und senkrecht zur genannten Tangentialebene steht.
Die Gleichung fiir den Fadenzug fiihrt auf

N = GF " thﬂ dl& .
Aus diesen beiden Gleichgewichtsbedingungen leiten wir eine physikali-

sche Bedingung
do. = p-cd

her, Mit den geometrischen Beziehungen
dx = r.dg 4 9dd =dy , Sin o = dx/dy
und dem gréfSten Krimmungsradius der einbezogenen Ellipse
g = R/sinx
erhalten wir auBerdem
d¥y = sine - de .
Das zu lisende Integral ist also

olof5‘t.n0t “ fde :

Es hat die Losung

Ln(’tant’% - ln('l‘onu-%) = H-AE .
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Umgeformt finden wir fiir den Umfangswinkel, auf dem der Winkelverzug
o, -o¢, s8tattfindet,

AT (it
= — \n
M mnu-;—"

. (3.3)

Der Zusammenhang der zur Wickelwinkelidnderung notwendigen Mindest-
linge des Zylinders mit dem Drehwinkel ag fiihrt iiber

dz = dx :cotanw
gum Integral Lo, o, o, .
cotono
/dz =R/c,otono:. dg=%/-—:in—q—dtx
0 oy L N

Die Losung dieses Integrals ergibt (Betrag nehmen )

R [ 4 A
Lot = — T {s’mot,‘ B sinua] ’

(3-4)

Aus dieser Formel ist ersichtlich, daB der Zylinderradius die maximale
Anderung des Wickelwinkels linear beeinfluBt und daB die erforder-
liche Zylinderldnge vom Anfangswinkel abhingt, Je kleiner der Wickele
winkel, umso grtBer die erforderliche Zylinderlinge. Die Reibwerte

der NaBwickelbdnder -liegen um po= 0,1. Bei Prepregs sind die Werte
hher.

In Bild 3,13 ist die Veridnderung des Wickelwinkels zweler Behdlter
angegeben.

2.5.3 Bandbreite, lLagenanzahlen und Wandstirke

Die tatséichliche Bandbreite hat indirekt EinfluB8 auf die Festigkeit
eines Behdlters oder eines anderen Bauteils. Piir die Vorbemessung

wird die Bandbreite entsprechend den gesammelten Erfahrungen geschitzt.
Flir die wirkliche Auslegung ist jedoch eine genaue Kenntnis notwendig.
Die Bandbreiten B, und B;, kitnnen zum einen an einer Probewicklung
direkt als Mittelwert iiber mehrere Bandbreiten gemessen werden, zum
anderen lassen sich die rechmnerischen Werte mit Hilfe des zugehdrigen
Wickelprotokolls ermitteln., Bei einem biaxial gewickelten Behilter

gilt beispielsweise (Bild 3.14).

Zylindevieil-Lovge ]
Umfangslage: = 2 : = 1 3.5
. = Beo Avizanl der Sdhlitten umloufe fie O Nag ( a)
Kreuzlage: B = By coser,
3 - Um faug . ATR, (3.5 b)
* 0,5 -Anzohl dev Schlittenumlaude fivY — o
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Da der Querschnitt bekannt ist, kann mit bekannten Bandbreiten die
Festlegung der Wamdstirken getroffen werden.
Die Dicken der einzelnen Wickellagen sind bei Kreuz- und Umfangslagen

2 2 Bewltr ung ) o Feewl? (3. 6)
= B B‘\o

Die Gesamtwandstidrken des Laminates sind
1) T&amd /? ")
t = Nq"tnf. = = z’h‘c LT XL cosol, s tag “‘Nqo tm 9 (3'7)
wobel N, , No, die Vielfachheit der zu wickelnden Lagen darstellen,
die sich aus der Festigkeitsrechnung ergeben.

Zum besseren Verstindnis sei die Ermittlung der Lagenanzahlen an einem
Belspiel durchgefiihrt:

Es ergaben sich bei ¢ = 60 % in einer Rechnung die erforderlichen
Verbundwandstirken von t, = 1,01 mm und t9 = 1,30 mm bei einem Band-
querschnitt der Fasern von FG = 0,294 mm (6 Rovings & 1440 Filaments
von ca. 6,6 um), Unter der Annahme B, ”'390 = 2,6 mm erhalten wir
tﬁ 56 = 0,294/0,6 * 2,6 = 0,188, Damit errechnen sich folgende
Lagenanzahlen: N, = 1,01/0188 = 5,4/ und Ng, = 1,30/0J13 = 6,9

Da es aus Wickel- und Symmetriegriinden keine einfachen Kreuzlagen
gibt - es sind ein Hingang und ein Hergang der Wickelmaschine not-
wendig ~ ergeben sich als wickelbafe doppelte Lagen 4® und 3% .
Unter den vorliegenden Bedingungen fiihrt die Auslegung zu einer Uber-
dimensionierung, Nach der angewendeten Netztheorie muB aus Gleich~
gewichtsgriinden gelten

& = ill. F— o)?B =, Nu\hfh. — (3'2')/ E?

NQo G'q R LIV (4 -Z.) e =

= 0,45,

Eine Korrektur iiber die Bandbreite vorzunehmen, ist allerdings
maschinentechnisch hdufig moglich. Im vorliegenden Fall wiirde man
eine Korrektur vornehmen.

Die Verbundwandstirke ist schlieBlich

t = 'to: (3-&)

verh, vorh. + tq"vn‘h. *

3e5.4 Wickelmuster

Grundforderungen an das Wickeln sind:

- Die Ablage der Wickelbdnder mu8 so erfolgen, daB sie bei
Belastung méglichst in Richtung der Zugbeanspruchung liegen.
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- Es muB ein geschlossenes Muster gewickelt werden.

Die erste Forderung als Grund-Auslegungsregel so0ll hier nicht mehr
abgehandelt werden, vielmehr gilt es, einige Ausfiihrungen zZum Wickel-
muster zu machen,

Beim Betrachten der verschiedenen Wickelarten zeigt sich, daB8 beim
schraubenférmigen (geodit.) Wickeln im Gegensatz zum Umfangswickeln
(geoddt.) und Polarwickeln (nicht geoddt.) verschiedene Wickelmuster
moglich sind (vgl. Bilder 3.15 u. 3.3)

— Einfachmuster und
— Mehrfachmuster.

Der wesentliche Unterschied ist, daB beim Mehrfachmusterwickeln ein
gleichméigerer Aufbau erfolgt, aber auch festigkeitsmindernde Kreugungs-
punkte entstehen., Zu beachten ist auBerdem beim Wickelvorgang: Einfach-
muster verursachen eine unsymmetrische Belastungsform von Kern bzw.
Linerkern, Mehrfachmuster verteilen die Lasten besser. Das Muster
hingt vom Wickelwinkel o¢ und beim Beh@lter von der Zylinderlénge

ab.

Bevor weiter auf das Wickelmuster eingegangen wird, muB noch eine
HilfsgriBe erkldrt werden. AuBer dem Wickelwinkel o ist der Umschlin
gungswinkel @ fir das Wickelmuster von Bedeutung. Dieser Umschlin -
gungswinkel hat gemd8 Bild 3.8 nichtszu tun mit einer Umschlingung
desPolfittings, da eine solche Umschlingung weder beim geoddtischen
noch beim planaren Wickeln auftreten sollte. Er ist verschieden gros
bei den beiden vorgenannten Wickelarten.

Allgemein wird beim Wickelmuster das Ziel verfolgt, keine zu hohe
Teilung (T<4 ) zu erzielen (Bild 3.16), weil zu hohe Teilungen bzw,
Vielfachmuster keine geschlossene Struktur ergeben, Das liegt zu
einem Teil an der begrenzten Ablegegenauigkeit der Wickelmaschine.
AuBerdem baut sich der Verbund am Polfitting stark'auf, was zu Hargz-
nestern und kleinem Faservolumenanteil fiihrt. Bild 5,15 b geigt einen
Behdlter mit T = 52, der obwohl er sehr gut gewichelt war, nicht

den erhofften Berstdruck brachte.

Un ein geschlossenes Muster zu erhalten, miissen mehrere Bedingungen
eingehalten werden. Als erstes ist dabei die Gleichung zur Bestimmung

o _ DU
360° T

Als GroBen sind in dieser Formel zu ermitteln: DU als Vielfaches der
Dornumdrehungen und T als Teilungszahl. Genauer: DU ist diejenige
kleinste ganze Zahl von Umdrehungen, nach der das Wickelband - um eine
Wickelbreite versetzt - wieder neben das zuerst abgelegte Band kommt,
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Der Quotient DU/T muf deshaldb ein Bruch aus ganzen Zahlen gein, Als
RichigrtBen konnen angenommen werden T £ 4, DU 4« 8, Zur Bestimmung

von P9/7 mus der Drehwinkel (3, bekannt sein. Er setzt sich zusammen
aus

Bas. = 2 (Be. +8) = 2( s + Baeo + Brugu) (2.4)

Wegel

anschauliche Darstellung von Dérnumschlingungen und Teilungszahlen
geigt Bild 3.17. Wickelbare Verhiltnisse PV/T im Bereich kleiner
Teilungszahlen sind in Tabelle 3.1 zu finden.

Mit den GrbBen (der EinfluB der Bandbreite und der Wanddicke ist der
Ubersichtlichkeit hier nicht einbezogen worden)

! e
sine= = v tonw =y
(3.10)
: e e_ e 2
Stnk, = R, ? tona, = V4 —et. ! TR,
gilt, da =
tano, = Pe®e T R
b 1, 180 ..
fir den Umschlingungswinkel im Zylinderbereich
~ 180 La, 3.4
Pa. = v tono, R ( )

Die beiden iibrigen Anteile des gesamten Umschlingungswinkels seien
zur Abrundung des Verstindnisses auch noch angegeben, Es folgt aus
[Zimmermann] mit Hilfe numerischer Integration des Ausdruckes

df., = u:“ Va+ o2 ae

der Umschlingungswinkel im Isotensoidbodenbereich

Ziw
180 e A+p'®
Pio= / T Vs = (3.42)
=0

Da im Punktr;,gu der Wendepunkt und der Endpunkt liegen (GauBsche
Kriimmung dann kleiner Null (vgl. Abschnitt 4.9), schlieBt bis zum
Pol ein Kugel- oder Kegelstiick an. Die GrBBep&aﬂ wird ebenfalls wie
(i, durch Auffinden von r (z) mittels numerischer Integration (vgl.
Abschnitt 4.9.3) bestimmt,

Wie wir sehen, ist im interessanten Bereich der Umschlingungswinkel {

immer kleiner als 180°, Daraus folgt, daB bei der Teilung T = 1 immer
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ein Zylinderstiick vorliegen muf,
Als letztes muB noch ein volles Muster garantiert werden, Diese
Bedingung 1lH8% sich in die Formel

2oer = Dec T (3.13)
Cos &

kleiden, Sie leitet sich aus der Notwendigkeit ab, daB an jeder axia-
len Stelle des Wickelkérpers, alle Binder auf dem Umfang Z%r liegen
miissen, Dabei wird aber bei bekannten B, , o« , T die Festlegung der
Bandzahl k pro Symmetriesektor so vorgenommen, daB an der Stelle des
kleinsten Wickelwinkels ein geschlossenes Muster erreicht wird, sonst
entstehen Liicken zwischen den Bindern,

Fir die wickeltechnische Vordimensionierung von Beh#iltern muB noch
eine Niaherungsformel genannt werden, Nach [Cuntzel, S. 34, ist das

Yolumen 2 % R:, ( é—! + 2 -o,ln-le-) ” (3_411.)
2.

\ i \ i)
Zylinder  Bodenw

Die Auslegung eines zylindrischen Behdlters mit Bdden gemif Bild 3.16
kann mit Hilfe der Tabellen3,2 2 erfolgen. Ros 1 g 8ind darin GréBen,
die im allgemeinen aus Optimierungsrechnungen beziiglich der giinstig~
sten Behdlterform fiir ein bestimmtes Volumen gewonnen werden. Aller-
dings geschieht das unter Nebenbedingungen wie geringstes Gewicht,
Einbaubarkeit in ein bestimmtes Gehiduse, Preis, giinstige Fertigung,
wobel man sehr auf die Wickelmuster achtet.

Nach den Bemerkungen auf den vorhergehenden Seiten wird zumeist unter
vielen méglichen Formen diejenige ausgewihlt, deren Tripelcﬁljﬁhjll
bei festem Volumen gu einer méglichst niedrigen Teilung fiihrt. Zur
Verdeutlichung der vorstehenden Ergebnisse sei noch bemerkt: Behilter,
deren @, um i . 180° (i = 1,2....) gréBer sind, haben dieselbe Teilunmys-
zahi,

Fir die Praxis ist das Verhiltnis DU/T keine ganze Zahl, sondern
etwas gréBer als diese %4ahl, da noch um eine, unterschiedlich groSBe
Bandbreite weiter gefahren werden muB, Die Berechnung des Umschling-
ungswinkels muB besonders bei kleinen %, mit einem Behilterberech-
nungsprogramm geschehen, weil kleine Fehler in der GréBe des Um-
schlingungswinkels {3 gréBere Fehler in der Zylinderlinge hervorrufen,
Beim Umschlingungswinkel kann allerdings in bestimmten Grenzen durch
Verstellung des Padenauges eine Korrektur vorgenommen werden.

Wenn an einer Stelle eines Wickelkdrpers DU, T und k festgelegt werden,
80 gelten sie fiir den ganzen Wickelkdrper. An Stellen des Wickel-
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kdrpers mit einem anderen r muB zur Erhaltung der Gleichung (3.13)
der Wickelwinkel o abgeidndert werden.,

Eine Verdnderung von oc filhrt wieder zur nicht-geoddtischen Ablage,
gemi8 Abschnitt 3.4.2¢c, so daB nur so kleine Winkelinderungen gemacht
werden diirfen, wie die Reibung des Wickelbandes ea erlaubt,

3.5.5 Wickelspannung und ihre Folgen

Um eine gleichbleibende Qualitit des Verbundes garantieren zu ktnmen,
reicht es nicht aus, einen Minimal-Faseranteil zu gewdhrleisten und
eile gute Faserverteilung iliber den Querschnitt. Es gehtren noch
Qualititsmerkmale wie gute Paserausrichtung, keine Nester im Verbund
U.a. Gazu.EinfluB auf alle diese GriSen nimmt die Wickelapannung,
auch Fadenspannung genannt,

Jeder Wickelkbtrper mu8 mit einer bestimmten Wickel (band)-Spannung
hergestellt werden, die nicht nur fiir die richtige Ablage des Bandes
und ein sauberes Netzwerk sorgt, sondern auch fiir die gewiinschte
Parallelausrichtung der Faser. Durch diese Ausrichtung wird der tra-
gende Faserquerschnitt erst voll genutzt,

Leider wird die Wickelspannung nach oben durch bestimmte Bedingungen
begrenzt:

' - Keine Vorschidigung der Fasern
— Sinnvoller Harzgehalt (Ausquetschen beim NaBwickeln)
— Gute Imprédgnierung

— Keine Linerbeulung oder Kernverformung.

Bine verniinftige Wickelspannung fiir CFK beispielsweise ist die des
folgenden Beispiels

Z AON

T - E—

N
S — (F t).
e . TR Ry i (Faserwert)

Das entspricht einer Wickelzugkraft bei 6 Rovings pro Roving 3 1440
Filaments von % = 10/6 = 1,7 N, Bei GFK werden griSere Werte genannt.
HShere Abzugsgeschwindigkeiten des Wickelbandes verlangen hohere
Wickelspannungen.

Miisgen griofSere Wickelspannungen zur Gewihrleistung einer richtigen
Bandablage herangezogen werden, dann konnen sich sofort Schwierig-
keiten mit den vier genannten Forderungen einstellen. Die griBte
Vorschédigung werden solche Wickelbiinder erhalten, die aus Fasern
geringer Bruchdehnung bestehen, Glasfasern sind deshalb wegen ihrer
grofen Dehnung problemloser zu verarbeiten als Kohlenstoffasern,
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Der Grund fiir den Wunsch nach konstanter Vorspannung liegt darin, daB
allein mit ihr der Harzgehalt bestimmt wird., Nicht die vom Harszband
mitgebrachte Harzmenge, sondern die Spannung im Wickelband und die
Ertimmung der Dornoberfliche bestimmen den Harzanteil,

Wird der Fadenzug zu groS, so sieht das Netzwerk zwar recht gut aus,
aber der Verbund wird zu {rocken. Der Fasergehalt ist nicht mehr
sinnvoll hoch, sondern zu hoch, denn mit zu geringem Harzgehalt geht
die eriragbare Querbruchdehnung gegen Null. Infolge von Nichtumhiillung
der Fédden mit Harz - schlechter Imprignierung - werden Spannungsum-
lagerungen in Tragrichtung nicht mehr méglich.

Ein guter Verbund ist somit nicht ohne PFadenspannungskontrolle repro-
duzierbar. Die Kontrolle wird durch eine Kompensationsbremse und eine
Riickholschwinge zwischen Imprédgnierstelle und Fadenauge durchgefiihrt,
da durch sie Belastungsschwankungen durch Verdnderung des Fadenweges
ausgeglichen werden. Am Ende der Fadenzufiihrung wird dann die Faden-
spannung mit einem geeigneten MeBverfahren kontrolliert, Besonders
schwierig ist die Fadenspannungskontrolle bei nichtlinearen Wickel-
programmen, die immer dann vorliegen, wenn der Wickelwinkel sich
6rtlich &ndert, bzw. wenn die Fadenabzugsgeschwindigkeit schwankt,

Ein groBes Problem beim Wickeln von Rotationsschalen ist die Abnahme
der Wickelspannung in den ersten Lagen durch Aufbringen der weiteren
Lagén. Es kann sogar sein, daB die ersten lagen in ihrer Fadenaus-
richtung gedriickt und verschoben werden, so daB die Laminatwerte keine
gute Qualitdt darstellen. In solchen Fdllem, die i.a. erst bei viel-
schichtigen Laminaten auftreten, hilft nur das Arbeiten mit gezielt
abnehmender Wickelspannung von innen nach auBen,

Infolge des Wickelzuges erhalten Festigkeit und Steifigkeit des Kernes
oder des Liners erst{ ihre volle Bedeutung. Gibt z.B. ein Schaumstoff-
kern nach, so werden die ersten Wickellagen (entspréchend dem vorhin
Erwihnten) geschiddigt. Bei der Verwendung innendruckstabilisierter
Liner kommt nech das Beulproblem beim Wickeln hinzu, und zwar wird
durch Aufblasen des Liners ein Beulen verhindert. Bei diesem Beulen
handelt es sich nicht um einklaasisches Stabilitdtsproblem, da die
Belastung infolge Umschniirung nicht konservativ ist.

Als Auslegungsbedingung fiir den Stabilisierungsdruck gilt: Die Stabi-
lisierungsdruckerhthung vor Aufbringen einer Lage muB theoretisch
gleich dem zusidtzlichen Wickeldruck nach Aufbringen dieser Lage sein,
Praktisch braucht der Wickeldruck nicht voll angesetzt werden. Das
zeigt die Tatsache, daB nach Ablage einiger Binder die vorhergehenden
entspannt werden, da sie nicht mehr wegen der Reibung der Bédnder
nachgestafft werden komnen., Ein Abzug von 30 % diirfte realistisch sein.
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Die Moglichkeit, eine Innendruckstabilisierung von Linern beim Wickeln
vorzunehmen, geht bei zu hoher Wickelgugspannung verloren. Welche
Innendriicke vor dem Wickeln der einzelnen Lagen dabei aufzubringen
8ind, 148t sich leicht aus den Kesselformeln ermitteln. Von Inter-
esse fiur den Beh#dlter sind der AuBendruck infolge einer doppelten
Umfangslage @ auf dem Zylinderteil

215, E
139 = Tgmm_ it t‘lu * tp 'tqo (3450)

und die Axiallast am Aquator infolge der Kreuzlage X

P = 2% R, (24.) 6, cosxy, . (3.45%)

veld

Um diese Last auszugleichen benttigt man, falls £;==t:o » €inen

Innendruck von

/P = ‘Px = Z.T‘R;__ (Z"t,;o)su.;u. COSU-e
! WR; ™ RE
= 2 pg CosTY,

Glg. 3.15 a) zeigt auch auf, daB der Wickelzug sich sehr am Behilter-
radius orientieren muB, weil bei gleicher Wickelspannung der wirkende
AuBendruck sich umgekehrt proportional zum Radius veridndert., Kleine
Radien erfordern somit steifere Kerne bzw, steifere Liner nebst
hherem Stabilisierungsdruck bei gleichem Wickelzug.

5.6 Verarbeitung und Hirtung (Auszug aus VDI 2010, Bl., 2 u. 3)

Die duroplastischen Kunststoffe, zu denen die UP-RH und EP-RH gehdren,
werden im allgemeinen in fliigsiger Form verarbeitet. Es hat deswegen
eln Hirtungsvorgang zu erfolgen. Dabei findet durch Polymerisations-,
Polykondensations- oder Polyadditionsvorginge eine chemische Reaktion
statt, die zu einer rdumlichen Vernetzung der Molekiile fithrt, Gleich-
zeitig damit erfolgt eine irreversible Formgebung.

Die thdhabung der UP-RH und EP~RH sieht vor der Verarbeitung eine
Mischung mit der vorgesehenen Reaktionsmittel- und Beschleunigermenge
vor, Dabei muB bei den EP-RH das gewiinschte Mischungsverhdltnis sehr
genau eingehalten werden,

Bei der Hirtung wird zwischen Hirtung bei Raumtemperatur oder Kalt-
hértung (bis 80°C) und der Warmhidrtung unterschieden, wobei man
letzterer noch im Bereich iiber 120° den Namen HeiBhirtung geben ktnnte.
Die Verarbeitungszeit (Topfzeit) hingt wesentlich vom gewidhlten Harz-
System ab., Gerade die Verarbeitungsspanne der EP-RH ist in weiten
Grenzen variierbar. Sie hingt wesentlich vom Gelierungsbeginn ab
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und duBert sich in einer kiirzeren oder lingeren Zeitspanne fiir die
Entformung.

Unter Gelierzeit versteht man bei Raumtemperaturhirtung die Zeit von
der Zugabe der Reaktionsmittel bis zum Beginn des Viskositdts- und
Temperaturanstiegs. Sie ist praktisch mit der Verarbeitungszeit iden-
tisch und wird angegeben als Zeit innerhalb der die Temperatur der
Probe um ca., 10° ansteigt (Bild 3.18).

Bei Warmhirtung wird als Gelierzeit (Anspringzeit) die Zeit angegeben,
innerhaldb der sich die Probe von 65° auf 90°C (fiir UP-RH) erwirmt
(Bild 3.19).

Die Gelierzeit ist abhingig von der Reaktivitédt des Reaktionsharzes,
dem Zusatz an Reaktionsmitteln und der Temperatur des Ansatzes, jedoch
nicht von der Reaktionsharzmenge,

Die Hirtungsezeit ist die Zeitspanne, innerhalb der eine Reaktions-
harzmasse ihre Hochsttemperatur erreicht; sie wird bei Raumtemperatur-
h#irtung vom Einmischen der Reaktionsmittel an, bei Warmhdrtung von
65°C an gerechnet,

Die Hirtungszeit kann durch die Wahl des Reaktionsharzes, die Kom=-
bination verschiedener Reaktionsmittel und Beschleuniger, die
Temperatur und die Beschleunigermenge variiert werden. Wdhrend der
Verarbeitungszeit konnen hinzugefiigte Inhibitoren den Gelierungsvor-
gang verzdgern.

Der chemische Vorgang beim Hirten ist im allgemeinen exotherm und
hat bei nicht gesteuertem Temperaturverlauf einen Festigkeitsabfall
zur Folge, der durch RiBbildung infolge Eigenspannung verursacht
wird. Nach Neitzel kann die Warmeentwicklung durch Verminderung der
Katalysatormenge, durch Kiihlung und durch Mischen nit Harztypen von
niedriger exothermer Reaktion beeinfluBt werden.

Bei Kalthdrtung tritt das RiBbildungsproblem kaum auf, weil die
Aushirtezeit bei Raumtemperatur erst nach Tagen oder Wochen erreicht
wird. Allerdings ist bei Kalthidrtung eine rechtzeitige Nachhidrtung
bei Temperaturen iiber RT sinnvoll, um die hdchstmdgliche statische
und dynamische Festigkeit zu erreichen, Filir einige Harzsysteme waren
in Tabelle 2.3 die Hartezeiten angegeben worden,

Vor allem bei der Xalthirtung stdrt die lange Hirtezeit der EP-RH.
Einige UP-RH konnen schon nach 20 min., entformt werden, wdhrend die
EP-RH Stunden oder gar Tage benStigen. Auch die Nachhdrtung bei er-
héhter Temperatur kann nicht grundsdtzlich abhelfen. Eine relativ
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lange Hirtezeit der EP-RH ist deswegen mit eingzuplanen. Weil bei den
EP-RH die Volumen-Schrumpfung gréBtenteils schon vor dem Gelieren
einsetzt, sind einerseits die Eigenspannungen niedriger als bei den
UP-RH, anderseits ist aber die Entformung schwieriger.

Im Bild 3,20 sind von EP-RH-Systemen einige Temperaturkurven aufge-
zeichnet, wie sie sich bel der Reaktion einstellen,

Obwohl verschiedene Hirtungssysteme ein Verarbeiten bei Temperaturen
unter 18°C zulagsen, ist fiir einwandfreies Hirten eine Lagerung der
Fertigteile iiber mehrere Wochen bei Temperaturen von 20°%¢ unbedingt
erforderlich. Bild 3,21 zeigt den unterschiedlichen Verlauf der
Hiartung bel System A und B bei Raumtemperatur. Der Aushdrtegrad
steigt anfangs bei System B rascher an, erreicht jedoch bei System A
einen etwas hiheren Eandwert,

Durch Anwendung htherer Temperaturen kann man die Nachhirtungszeit
auf wenige Stunden verkiirzen und einen htheren Aushédrtegrad erzielen,
Die Rachhirtung bei erhthier Temperatur sollte moglichst unmittelbar
im AnschluB an die Hidrtung durch-gefiihrt werden, um besonders bei
Verarbeitungstemperaturen unter 18°C sowie bei geringerem Hirter-
und Beschleunigerzusatz die Gefahr einer Unterhdrtung zu vermeiden
(Bild 3.22). Unterhdirtung bedeutet: der HiartungsprozeB bricht vor-
zeitig ab und kann durch Wiarmezufuhr zu einem apdteren Zeitpunkt nicht
mehr in Gang gebracht werden,

Unvollstdndige Hartung wirkt sich besonders auf die Alterungsbe-
stédndigkeit, die Witterungsbestidndigkeit und die Chemiekalienfestig-
keit aus.

Von wesentlicher Bedeutung ist die schon erwiéhnte Volumenachrumpfung
bei der Hédrtung [Patt.], Diese Schrumpfung liegt bei EP-RH erheblich
niedriger als bei UP~RH (s. auch Abschnitt 2.2.4) und erreicht auch
nach Bild 3,23 viel schneller ihren - gegeniiber UP-RH - kleineren
Maximalwert. Damit ist die MikroriBbildung in einer spdteren Phase,
in der das Harz weit sprader ist, erheblich reduziert,
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Bild 3.5 Xern aus Quarzsand-Polyvinylalkohol=Gemisch
mit Adiprenebeschichtung beim Wickelbeginn (T=2)
(Foto: M.A.N.-Neue Technologie, Miinchen)
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o

& 5 10 | 15 | 20 |25 | 30 |35 | 40

B° |172,8|168,8|164,2 | 161,3|160,7| 162,9 | 168,8(179,6

Pabelle 3.2 Umschlingungswinkel (geoddt.) in Abhdngigkeit vom
Wickelwinkel. Polkappe = Kugelstiick

I) geg.: Behdlterabmessungen Rz, £; , Vol , e

1) _{_Z_ - Vol

= L 0,88
Rz "RZ

I} ges.: Wickeldaten &, ,f, DU, T, k

2) e &z = arc sin &

= £
Rz !

3) gemdB Tab. 3.2 B schatzen

4) pz = 18;0 .z_z tan d’Z

T Rz
B+ DU .
5) (—wgf—) = . ( werte s. Bild 3.14)

Festlegung: T, DU

6) Kontrolle

bu
Bz - 180°- 3

{z T Pz fund
Rz 180 tandz

i

Vergleich mit 1)

7 k= R cosc z 1_
) MR g T

8) Mit Computer:
Wirkl. Vol. ( aus Integration der Kontur - Dgl.
beim Aufsuchen der Bodenkontur)

Tabelle 3.3 Wickeltechnische Auslegung geoddtischer Faser-
verbundbehilter
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4. Geometrisch lineare Theorien von Faserverbundstrukturen

In diesem Kapitel sollen die Differentialgleichungen von Struktur-
formen aufgefiihrt werden, die aus den verschiedenen Faserwerkstoffen
hergestellt werden kionnen.

Eine Beschrinkung auf die geometrisch lineare Theorie bzw. Theorie
1. Ordnung ist notwendig, weil hier eine kurze, zusammenfassende
Darstellung angestrebt werden soll, das Aufnehmen der Theorie 2.
Ordnung den Rahmen dieser Arbeit aber bei weitem sprengen wiirde, Als
mathematische Grundlagen der tensoriellen Formulierungen dienen die
Biicher von Green-Zerna und E. Klingbeil,

4.1 Allgemeiner Kﬁrggrtrﬁger

4.1.1 Verzerrungstensor

Umr beschreiben zu k8nnen, wie sich die Abstidnde zweier Kdrperpunkte
wihrend der Verformung innerhaldb der Zeit T2 - T1 dndern, muf man
den Vergerrungstiensor kennen, da dieser die Abweichung des verformten
Systems vom unverformten angibt,
Zur Ermittlung des Verzerrungstensors bedienen wir uns des Ortsvektors
R zu einem Punkt des verformten dreidimensionalen Kontinuums, der
sich aus dem Ortsvektor des unverformten EKEdrpers und dem Verschiebungs-
vektor 4 zusammensetzt (Bild 4.1)

®(8,6,6) =% (0,0,6") +w (8",0% 6 ¢) (o)

4.1
= x*n, + ut g, .

Die Basissysteme des unverformten und des verformten Systems sind
die o, und.'qk.ﬂgist das Koordinatensystem (EOS) des Ausgangssystems.

Die kovarianten (Index unten) Baaisvektoren‘qk déa unverformten Systems
im krummlinigen, k&rperfesten KOS 0" werden definiert als Pangenten-
vektoren an die Koordinatenlinien (Bild 4.2). Beide Basgisvektoren
liegen im unverformten System und im verformten System infolge x7(@%)
fest, well -zum ein;r- bei Zeitunabhdngigkeit der x* das totale Dif-

ferential nur dw-%gédx‘ liefert und zum anderen die Ortsunabhingig-

keit vor t; zu dw = n;dx* fiihrt. Sie heiBen demzufolge

L E A X, D _AR
4‘!{- 9'? —4511 = maei — %i'w und 131 = 08; —'UJ" -I-‘M,"‘_ (4.20)

wobei #,; die partielle Ableitung des Verschiebungsvektors darstellt,
die es nun aufzufinden gibt. Zunichst bedeutet das aber die Herleitung
verschiedener Formeln.
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Nach einer Definition der Teﬁsoranalysis steht der kontravariante
Basisvektor qrsenkrecht auf 9, und 4y, . Das bedeutet, daB

4 =4,2.3
G S 5,4 (D X o) mit 4= 423 (4.28)
LN of o= A,2,3

ist, worin ¢, einen Multiplikationsfaktor darstellt, der asich aus

Eﬂur (’”‘r""\r) = E‘ilw' =(4’1; xq(.)"’}( = ['OIJ, OJJ‘,‘OJ(]= Spﬂipfodul{'lv

errechnet.
Das Spatprodukt gibt dabei den Volumenwert des von den Basisvektoren

aufgespannten Spates an. Es kann nach zwei verschiedenen Methoden
ermittelt werden: iiber die Metriktensorkomponenten

Yo* ¥ = 3in : (4.3)

'lu -V = V ‘ q‘“‘ = ﬁ — 3::: 2:‘; 2:: (Slglvmn MAHK) ( L".“")
Q1 Q52 G

oder einfacher iilber die Transformationsmatrix zwischen den Basis
systemen (vgl. Anhang I,%Qs'n;)

o= B, = dtw, o, &% - 2% (4.5)
ans - - -
at a; al

VvV =|o;, & &l - [1}4 y U2y ) (4.6)
a; &t a?

Daraws kann fiir €, , den sogenannten "¢ -Tensor", geschlossen werden

'\ﬁ' fir gerade Permutationen 123, 312, 231
Eier= 4-Yq  fir ungerade Permutationen 213, 321, 132

0 wenn zwei Indizes gleich, (%.7)

Flir das Kreuzprodukt v} %0, Bleht die Berechnung folgendermaBen aus

. 1, N,
q.Xq,=|a: & & | (4.8)
&, &l o

Der Einheitsvektor in Richtung von ‘oa" ist '3&"‘ = »08“' /A gt*’ , wobei die
kontravarianten Metriktensorkomponenten iiber eine Matrizenrechnung aus
den Unterdeterminanten U bzw. den Kofaktoren D** ermittelt werden

,0\4' - = g% = (’4)“;-“(35*) - 12;‘ (4 9a)
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oder iliber eine gemischtvariante, tensorielle Form, die zu zwei
RKoordinatensystemen gehort

: _ gn i1 ' ay gk —~ _ At
Weg, =8, = g0 9, =95 Qe = §" 9 = Q¢ 5 (&.70)
wobei &, das Kronecker-Symbol darstellt

i 1 fie i=4
& = [ 4.1

L 0 fur i¥fk . ( )
Der spdter ebenfalls benttigte Zusammenhang der Kofaktoren mit der
kovarianten Metrik wird iiber den Entwicklungssatz der Determinanten
gefunden

o §2 = g D'P . (+.a%)

Nach diesen Ausfiihrungen kanm die partielle Ableitung des Verschiebungse
vektors 41 gefunden werden

- 2{u* Quk ¢ O
i = (ae:m - 8 W * U 5g?
- u'y; YV, * “i’qaﬁ y (.12)

wobei als partielle Ableitung der Basisvektoren vorliegt

Yo i = 9 (94) .9 oxt ) Q%x#

YR EYR ( "igh )" i yet0et (&.13)

ae"‘a xt

) m
Sdagiaer Im lk ¥m F N ¥a -

Durch geeignete Umformung ist es also méglich, die Ableitungen der
Basis wieder auf die Ausgangsbasis zu beziehen, Der Multiplikations-
faktor [ in dieser Gleichung ist das "Christoffelsymbol 2. Art",
Seiner Definition entsprechend ist es symmetrisch in den unteren Indizes,
Es gelten : . . . .
LI AR P S LY A MR

$ a2, 2 P 2.2 .
N5y ge:ae‘ = aaft g@’iae* =4

Ry

Der Zusammenhang mit dem Christoffelsymbol 1. Art ist
r‘:.,", &m r,lum

Statt der Glg. (4.14) kann auch durch Uberschiebung mit den sogenannten
Metriktensoren g, ,94" wund einigen Umformungen direkt ein Zusammen-
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hang mit den Metriktensorableitungen gefunden werden

r:'._ = %9}.,‘ (S'in,k t §ak,i - 9&1,:1) 3 {(4150)

was bei[Klingbeil, S. 84,)nachzulesen ist.

Zusammenfassend kénnen die Ableitungen der Basisvektoren ausgedriickt
werden durch

i Tdows =Ty (.25)
und das Christoffelsymbol (kein Tensor 3. Stufe)
Fiey,owt=-wiig, (4 A5¢)

wie durch das zwangsliufige Verschwinden der Ableitungen des
"Kronecker~Deltas™ nachgewiesen werden kann

(479 )i =(83),0=0=9%; 9+, -9f |

Nach dem Einsetzen von (4.13) in (4.12) und Austauschen der Summa-
tionsindizes wird

~

=1 1
LN PR UL M Y CL PTLY LA B (4.16)

Die Klammer in (4.16) lautet vereinfacht geschrieben mit den kova-
rianten Ableitungen u*|; und den Christoffelsymbolen [.%

ukli =ukg s u” rI:t

(4.17)
>.
Es lassen sich nun die Metrikitensoren .
9"'?i'gi’xﬁi"m'xﬁi”z=xﬁixﬂi5u =x5x%,
(&.18)
und 9 91 (?"*-M") (1351'14,:) 9‘}*'"'!1 ity 11"'14" u’li
Sij =9 +utligu-y; vy udiy, +u 4i yu - ud; v,
=, ki. .
=34y +U I‘Skj +u‘]; 9it +u’1¢ utlj. 9z (4.49)
= &4 tuzk Uil +Uufiu .
herleiten. Entsprechend werden die kovarianten Ableitungen u,,;
ermittelt
Wi =Uri 74U g5 =t g U T gt

(L.
Wgs Uy TG ) gt (ug i) U

Den Verformungsunterschied zwischen zwei Punkten des Koérpers driickt
man nach Bild 4.1 durch die Linienelemente aus. Es ergibt sich mit

bt



ds®=d€-d6 =dB'y; -d8'y; = g,,d6°dei=ds: ds

dS® <d¥-d¥ =d0°Q; - d0¢Q; =6;; dO*d@i= a - 4R

die Lingendifferenz zu
dS*-ds® = (6ij-9.;)d@*d@F = dRdR ~dseds  (4.21)

Damit kann der Verzerrungstensor (Forménderungstensor) definiert werden.
Hier wird nach Cauchy-Green die Linienelementdifferenz auf den unver-
formten Korper bezogen. Sie gehorcht als Abweichung des Metriktensors
des verformten Systems von dem des unverformten der Beziehung

1
r'... = E (Gif = 91’1) . (’-l—?za)
Bei Vernachlissigung der quadratischen Glieder u%|; « ugl; , also bei

1
¥y =3 (U:'|i +U-‘.|j) . (#.220)

fir den Verzerrungstensor erhalten.

Selbstverstindlich kann man sowohl die Metriktensoren Gy und Gy
als auch die Verzerrungstensor-Definition gem#B8 Almansi auf die Basis
O; des verformten Kdrpers beziehen.

4.1.,2 Spannungstensor

Bei einem infinitesimalen, krummlinigen Tetraeder (Bild 4.3) lautet
das EKrdftegleichgewicht mit den Spannungsvektoren auf den Seiten-
fl&dchen

4 dF = (4*dF, =) 4 dFi (4.23)

Das Momentengleichgewicht ist im vorliegenden Fall schon erfiillt, weil
die Krdfte bei beliebig kleinen Seitenfléchen durch einen Punkt gehen.,
Die Massenkraft wird vernachlidssigt, da sie von htherer Ordnung kleiner
ist als die Spannungen.

Da das Tetraederelement (hier unverformter Kérper) infinitesimal klein
ist, ktnnen weiterhin die Seitenflichen B°-‘onst. als eben angesehen
werden und somit die Kanten als geradlinig.

Wird nun jede Seite d¥:. durch den auf ihr senkrecht stehenden Vektor
t. repridsentiert, so gilt bekanntlich i §, =0 » beziéhungs-
weise (Schreibweise Leipholz) e

<

~f, =(-n*dF, =)-ndF =ndF; = —@g—?i—rdﬂ (i=123).
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Zerlegt man den Einheitsvektor % in Richtung der o , so kann an-
gesetzt werden

w=n;yt
Damit wird y 3 '
n, Yy dF=-'Ty=(—n~;-dF; oder dFi =mi Jgt¥ dFf ,
und nach Einsetzen des Kriaftegleichgewichts (4.23) 148t sich der

A ’
usdruck 4 dF =41._n£ 9(“ dF

finden,worin die GréBe 4' Vg%’ einen kontravarianten Vektor dar-
stellen mull, Es wird fiir ihn geschrieben _
4* Yg' =Ty, (4.24}

Man nennt <t‘? den kontravarianten Spannungstensor,
Der Spannungsvektor in einer beliebigen Schnittfliéche (zuvor Index 4)

igt somit Iy
4=T1tn,y; . ' (4.25)

Die T'% darin sind die Komponenten des Spannungstensors. Um eine Di-
mensionierung vornehmen zu ktnnen, bendtigt man die physikalischen
Komponenten *+% , Diese stellen die Spannungswerte bezliglich der Ein-
heitsbasen j;/\g,, dar. Ihre Ermittlung erfolgt in Abschnitt (4.1.3).

4.1.5 Physikalische Komponenten

Zur Gewinnung der technischen Gleichungen ist die Ermittlung der phy-
sikalischen Komponenten von Tensoren erster und zweiter Stufe not-
wendig.

Fir die Verschiebungen z.,B. errechnen sich die physlkalischen Kompo-
nenten ilber verschiedene Darstellungen einer Invarianten 7} mit und
ohne Einheitsbasen

IV . r_Tﬂ - : . .
%» =M = u‘ = us q(“'u;.o}__._ - u‘q{ = Pt 1q(‘\_i} .ﬁ‘_

2 , . ~
W= ut \l%ﬂ uad B = Uit . (%.2¢a)

Bei Spannungs- und Verzerrungskomponenten ist die Umrechnung etwas
kompligierter. Als Invariante bei den Verzerrungskomponenten dient
die Differenz der Linienelementquadrate. Das ist entsprechend (4.21)

der Skalar

{o} 5 ;
¥ = A8 - s’ = 2§ dO dOT,
Bei
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Wie (4.26 a) zu entnehmen ist, kdnnen auch die differentiellen Langen
d6* sehr leicht durch ihre physikalischen Komponenten ausgedriickt
werden, indem wieder eine Erweiterung herangezogen wird

4s* —ds" = 2y #( 8 ¢i<h de{)(\jqc-ﬁ.) det)
i) Seid) — N, 1
d€ (0*) d§ (@3)
Die physikalischen Verzerrungskomponenten (dimensionslos) lassen sich

dann aus

f.. = T
errechnen,
Nun fehlen noch die physikalischen Spannungen. Gemi8 Gleichung (4.24)

gilt ¥V = T %, . Hier ist also der Spannungsvektor % die In-
variante, und es wird

P -1 AU S Pt T IS . LA, S - i
L q"‘m‘o}t \IF Qan'm) i'\]o‘"“' Vo‘r.ul % '{Q‘tT;l

Somit sind fiir die kontravarianten und die gemischtvarianten Spannungen

die folgenden Umrechnungsformeln anschreibbar
! PECE

A T | i 15 VRTINS 3.—.'C

%(-\-n % % k|

Fur orthogonale, krummlinige Koordinaten k&nnen die Bezeihungen (4.26 b)

und (4.26 c¢) infolge

]
+

(4.26c)

q;i = %"‘ =0 ywenn i#‘& ok %Hn (CS__“_)-"
vereinfacht geschrieben werden als
BV 0™

. ¥ <4 % A _wr 38 o (&.206d)
"tt"" = _V i Y4 T st t‘g = N G %“ t‘ﬁ ’

Zum Schlu8 muB8 noch angemerkt werden: Alle vorstehenden physikalischen
Komponenten sind keine Tensorkomponenten mehr. €17 148t sich nicht
mehr wie %*? t{ransformieren.

4.1.4 Gleichgewichtsbedingungen

Wir schneiden aus dem unverformien Kérper ein infinitesimales, krumm-
liniges Parallelepiped heraus (Bild 4.3) und betrachten nur die Schnitte
krdfte in einer Richtung. Der Schnittkraftvektor in einer Fliche
O"=const. ist dann

4'dF, = 4" 13" {3 d0’de® 2 vy, Y3’ d6*d @? (427

und abgekiirzt
=4'de’de’,



Indem wir noch die vektorielle Beziehung (4.24) heranziehen, schreiben
wir rein geometrisch

dFy = |y, x4,]1d@'d@> = |y'| g dO’dO®°

=Yg'-3" V3 d@’de’=3" Vg d0*d@’

an,
Das Gleichgewicht mit der Massenkraft lautet am Volumenelement (Bild 4.3

[-4'+4"'44",d6'+...]1d6%d0* =k' d0'd0?dE"
woraus sich allgemein

4t +k =0 (%25
finden 1#8t%t. -
Als partielle Ableitung der Schnittkrifte bekommen wir
Q‘. ') I3
T A TV L P O
-r‘[f ’11- Yi +ik r'm 15’:]*":‘} Yi (G);i .

Unbekannt ist darin die Ableitung von W@', « Nach der Kettenregel gilt

v ar oVs dg Dgue - oV 2g¢
(9):- a@‘ E 03 93, 08' 9g 9gke

Infolge Gleichung (4.13) ist die Ableitung der Metriktensorkomponenten
bekannt, AuBerdem lassen sich die beiden Ausdriicke

Fue,i

und

mit (4.9 b) so umformen, daB
(13).: = 275 9*5ue,s

Yoi = Fue,i P°t Gue Y
‘f' 94,&‘9::&,-;1# -g +9ue B -?*-,,-,
?‘" re ?m=9“9u,£+9u ‘jz‘('r’:n) "
~ g% = 8n M ritque g8 Min =T+ 85 T8,

_ rd A k rnach Austquschen der
- rl-h' & r'iﬂr 2 r'ki Summationsindizes ,

wird, Mit

erhalten wir schlieBlich
(r;t \Ev—l‘&r'k.,. (-'-:nl

Dieses Ergebnis, eingesetzt in die Schnittkraftgleichung, fiihrt nach
Unformung auf

=Yg [r¥ rririeniri ]y (4.2 00)
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Die rechteckige Klammer darin stellt die kovariante Ableitung des
Spannungstensors dar. Es kann deshalb verkiirzt geschrieben werden

_4_-‘;.-4 =Yg [, ] y; (#.30b)

Nun muB noch die Massenkraft k auf die Volumenienheit umgerechnet
werden. Das hei8t, man setzt einfach an

und erhilt -
Tg 4, ‘}5*?@ =0

o, +pt =0] . (432}

Hierin sind die Komponenten T*? symmetrisch, wie das Momentengleich-
gewicht 'q;Yéf=O am Element zeigt. Und zwar ergibt sich

0 = gix(+°13% Vg') = g x (v 4, 7g')
VIV g Vg THVG e ieger
g [('C""- 'Cz")‘l.f + (T -t‘”)q" + ('C31"'C15)q1] ,

eine Beziehung, die aufgrund der linearen Unabhidngigkeit der Basis-

vektoren nur dann identisch Null ist, wenn
T = it (4.33)

4.2 Spezielle Kbrpertriger

Das Krdftegleichgewicht an einem Kérper wird mit Glg. (4.32) beschrie-
ben, wobei im allgemeinen die tensoriellen GroBen durch physikalische
GroSen ersetzt werden.

Die obigen drei partiellen Differentialgleichungen (4.32) fiir die
Spannungen lassen sich wie iiblich in die partiellen Differential-
gleichungen der drei Verschiebungen u;(6%) iberfiithren, wenn die Ver-
zerrungs- Verschiebungsbeziehungen (4.22) und ein Elastizititsgesetz
eingesetzt werden. Eine Lésung des Gleichungssystems ist somit bei
gegebener Volumenbelastung ¢* und gegebenen Randbedingungen zur Fest-
legung der Integrationskonstanten moglich, Wie das Gleichungssystem
fir die Spannungen und die Verzerrungsbedingungen bei verschiedenen
Verbundkérperformen aussehen, zeigen die nichsten Kapitel.

4.2.1 Rotationskdrper mit einer Achse

Ein mit den Zylinderkoordinaten des Bildes 4.4 beschreibbarer Rotations-
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kérper besitzt den Ortsvektor

e X + M, x* + n,x? - nyxt
: ] (4.34)
= WV COSD + W, ¥ sind + M,Z,
80 da8 mit den krummlinigen Koordinaten
@ =r , B =, @ =z
die folgenden Einheitavektoren erhalten werden
ind
g, = -Mireind + omovcosd (4.25)

G = s

Die Metriktensoren lassen sich gemd8 q;;= 1;-¢,; und q'i= 1’]"-'053'

ols . '
1 (o} 0 4 0 o]

(‘}ii)= o v oo } (9”)‘* 0 ?1? ul (+.36)
o 0 1 0o o0 A

finden, worin sich z.B. die Komponenten g  und 4* auf folgende Weise
ermitteln lassen

Gua = YooY, = (M, coed + N, end)e (N, o8> + B, sind)
= M, N, costh  + Mt M, 63 = 1
A+ »
q,'“' .—_(-'ﬂq‘u'-“ = 'l(-\':)’l (o1 -00) =0

Die Christoffel-Symbole berechnen sich nach Gleichung (4.15 a). Dabei
sind von Null verschieden

M, =-7, Th=Th=+ (#37)

Die Gleichgewichtsgleichungen lauten nun beispielsweise fiir j = 2
nach Gleichung (4.32)

% + +TPE o+ pt o= 0

at® . dc™ , ot
R R A A R S S

ot™ ot aT™
+
or 3> T oz + T

1T

-% + p* = 0 .

Diese Gleichung muB noch auf die physikalischen Komponenten der
Spannungen umgeschrieben werden. Es werden mit

T = Tqua Gup T v P = Yguy P
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S =T = T4 T" «T", 6, =rtT* |, g = ¢»

Te = U= 77 T° =™, Cyer T , G, =r®

P = P = T3 p" =p 4, pp=rp , p =p >
go daB gilt

a(%;,,) +.%%%_+%%%=_+ 2T, + 82 =0,

Das volletdndige System der Gleichgewichitsbedingungen heiBt

- I A
0T, 1 BTx> o6 il ] -
ok e B T abzieetl T + P '

Um zu dem Differentialgleichungssystem fiir die Verschiebungen zu konmmen,
miissen neben dem im Eapitel 5 zu behandelnden Elastizititsgesetz die
geometrischen Feldgleichungen bekannt sein, und zwar ebenfalls in ihrer
physikalischen Form. Entsprechend den Glg. (4.22 b, 4.17, 4.20) finden
wir

.. = .l. B n . = ._1_.. Y + : - - Z ‘.‘- -
Ty = Gl +uah) = F (Uit - 20Ty s o)
nach Einsetzen der Christoffelsymbole
4 . du
T. = 'g_l‘f!" ! T = %’ (Zuz,l.- LUy l—‘:f.) = _%,3;' U, T < %—-ZL
(9] ou 2
2T = aauzg * % 1 2 T = %%l + %‘L ) 2V = -a-l_k_ + r —Fu" i

Die Transformationsbeziehungen zur Erhaltung der physikalischen Kompo~
nente lauten fiir die Verzerrungen

80 daB wir fiir die einzelgnen technischen GrdBen (die Addition der
Gleitwinkelanteile uj,:+u;,; gemdB Abschnitt 5.3 liefert den Faktor 2)

E.,. = T’« . vq“ q“ T“ = Fan 9 F—,} i T:,; = .:..‘: ? Ez - T:l = Tu

T !
WT:; =%’ (TT" =)T:3 =T T::'%T“?-

( %T.‘u =) T'zs

bekommen.,
Fiir die Verschiebungen gilt analog (4.41)



wo= 197 w (t.12)

=P 1
u =‘M:- VQ‘TU‘l =u, 1 i _\"uz' Uy 2H| o

Damit erhélt man die bekannten geometrischen Peldgleichungen (auch
Forméinderungsbeziehungen genannt):

_ du RERT _ 4 dv u D
b= ar ° > -E(a +u"r)"_r"5"—+T ? & = 55
Dy 1 dw _ Ow Bdu _ 4 du L, dv _ v (4.43)
ez t*vaoz "% *5 'Te v to v

4,2,2 Kartesischer Korper

In diesem Fall liegt nicht nur ein orthogonales, sondern sogar ein
orthonormiertes KOS vor. Der Ortsvektor lautet

¥ = H X + Ny + Nz , (4 44)

und die Koordinaten sind
G)"=-x,®'=y,®"=z.

Die tensoriellen Komponenten sind jetzt mit den physikalischen Kom=-
ponenten identisch, und die Gleichgewichtsbedingungen heiBen verein-
facht (die Di 8ind Null, d.b, die kovarianten Ableitungen sind gleich
den partiellen Ableitungen)

abu atzz at » ] 0
Ox + Oy * _D_zn_ + P
QT 26 OTy: =
i e + Py (4.48)
a'f.‘,.. —l“' arzt + _&—a + Pz = 0 -
Ox dy oz
Die Form&nderungsbeziehungen sind ebenfalls recht einfach
ou oV ow
Ex = —= ’ L = = y &, rya
ox oy “ (4. 40
= Ov , 0w - 2w . du = 2u , Ov
TY! - az + Y b) sz Dy + az ) r!y Y + b'e °

4.2.3 Kugel

Bel diesem zentralsymmetrischen Kérper (Bild 4.4) gehen wir von dem
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Ortasvektor
4 = N, rsing tosd + N, T sinp + M,YCosp (427)

aus. Dann lauten die Basisavektoren, wenn
&' = v @ = 2 e =9

? ?

%, = T, Sing wed + M, Sinp s>  + N, 3¢
Y = M, rwsg s> + M, IS Sin - W, rsin (trir8)
vy, = -MTsing Bin® + M, Y sin  cos .

Als Metriktensoren liegen vor

1 0 o 1 0 0
¥ 1
(9’41) =! O rt 0 ] (q“l) = 0 rt 4] - (“".""q)
L. . 1
0 0 tsing o] 0 m

Die Christoffelsymbole lassen sich vereinfacht berechnen, da in derxr
Matrix ( ) nur die Hauptdiagonale besetzt ist: '

:.. = ;;l_- ‘}m') ( q-m,; + qlu.,m = q'ln,k) -

(4.5 0
Entsprechend dem Beispiel (Kiingb., S.85 )
r:.s = % q'“ ( Qase + Gas ~ q'u,z)
= 79" Gua =3 gawrg 2 SMe sy = ooty
lassen sich alle Christoffelsymbole matriziell anachreiben
0 0 0 o + o
" A A 0 0
”‘;i) =10 - 0 ? U“'&) - r
0 0 -r si.n"(p 0 0 - SingCostp
1
0 o -
(r2)= 0 0  cotg .
4? cotg o
Das vollstdndige System der Gleichgewilchtsbedingungen lautet
(==, 7
PLY " v A
CT 152+ (rs"a: ) + 56y =Sy +26,) + Ty Wlang 4, = O
DTy A 6 'a(f‘sﬂwtr T3y) cotany 3 e =
90 tT D8 T 10? R (63 -€¢) ¢ Tea *Py =0
1.6
) 1 VCe» B(W ‘f) . 1 3 c- -
{w 52)
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Als Forminderungsbeziehungen sind zu beriicksichtigen

? 4 v u _ Cotany 4w o, u +¥
b= 3y 5 =T 35 T v 1 B TVgag W meg vy Yy Tt

A Qu , 9w _w I Y] Dw 1 u dW _ V.
"Si"lraq“*ﬁ"p"-'55?"r_—si~.qﬁ"‘55—2»@"0“'-9‘”)2'&.3--;% TR

(4.53)

ZT(?-‘-

4.3 Allgemeiner Flichentriger

Fine vom Arbeitsaufwand her einfacher als der Korpertriger des vorigen
Kapitels zu behandelnde Tragstruktur ist der Flichentriger. Er wird
unterteilt in einen allgemeineren, gekriimmten Fall und den ebenen
Fall.

Um zu den elastizitdtstheoretischen Beziehungen dieser zweidimensio-
nalen Tragkonatruktion aus denen des dreidimensionalen Kontinuums zu
gelangen, bedarf es einiger Annahmen bzw. Linearisierungen., Diese
Annahmen werden an den entsprechenden Textstellen und spédter speziell
im Rahmen einer Zusammenstellung von Gleichgewichtsbedingungen und
Verzerrungsbedingungen der Theorie von Green-Zerna und der Technischen
Schalentheorie (abgek. T.S.) herausgestellt. In diesem Zusammenhang
80ll festgehalten werden, daB jede Art von Schalentheorie sich mit
einer Ndherung zufrieden geben muB, da sonst die mathematischen
Schwierigkeiten zu groB8 werden.

4,3.1 Zusammenhang Geometrie Schale mit Geometrie Raum

Eine erste Anderung gegeniiber der dreidimensionalen Theorie erhalten
wir, wenn wir uns nach Bild 4,5 auf die Mittelflédche @°*=0 im drei-
dimensionalen Schalenraum beziehen. Als Ortsvektor zu einem Punkt A
auBerhalb der Mittelfliche fiihrt der Vektor

1)

%(0", 0,0 = Lu&(e' @) +te* o (e 0 ; (4 S4a)

wobel 0, der Einheitsnormalenvektor auf der Mittelfliche sein soll, Die
krummlinigen Koordinaten ® und ®* , kurz & , heiBen GauBsche Flichen-
parameter, Mit ihrer Hilfe werden wir infolge Glg. (4.2) die kovariante
Basis wj;=%,: im Raum finden und eine kovariante Basis, nach der
Definition (Bild 4.6) -ot,=14,, » in der Mittelfliche der Schale, Als

L ist eine charakteristische Ldnge eingefiihrt worden, die zum Bei-
spiel der Kriimmungsradius oder die kleinste Seitenlinge sein kann.

" Bei Klingbeil werden sowohl R=w+4 (Glg. 4.1) als auch R= &+ 9n,
verwendet, Die letztere Beziehung sollte aber terminologisch konsequent
wie Gilg. (4.54 a) lauten,
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Bei Benutzung der dimensionslosen Grifen
X, e, 0.0 A= 5 ¢ AL, (ass)
worin die frei wihlbaren XKonstanten L' ,Lz der Normierung dienen, wird
aus Glg. (4.54 a) die Gleichung
%= L (& +268%0,) , (4.54b)
Duch Differentiation nach den & folgt daraus fiir die Basisvektoren

des Schalenraumes ([Klingbeill, S.154 )
9% _

% - Y = Llu,+2r8ta,) =T_(-g% Hhleyasa)
o, = L(w,+ X0 u,,) (%.56)
4 = L{Ae) = w, t (0,61

bzw. in Kurzform s 1 -
Yo = L{w, +20"0,0) & Tl (o 4.c26)

Die Basis des Raumes ist damit auf die Basis der Mittelfliche und des
zugehtrigen Normalenvektors zuriickgefiihrt,

Wir finden dann die Metriktensoren analog Qs = D o084 und mit %{-t;;ﬂb 0 zu
Gup = L (o, + 20 o, ) (1, +20 a,,)
Gus L* (e + 20 o,0)-(2 w,) (4,57a)

Qe = I_-zlz(ﬂ.'ﬁ‘) .

Da definitionsgemdB ®@,1m, ist, bedeutet das mit u, = w, (0 6Y) , daB

Ny-%, =0 , vy =1 S5 = P =0 .

Nach Differenzieren beziiglich & wird daraus wegen (00 = Bes) (Ver-
tauschungssatz von Schwarz W, = Msu )
Wypo Oy + Ayr Wy = 0 ~» o4, =0,
[ S — |

dm, =
und wir erhalten eine Metrik %3 =10

Gun = T-t (0-. +).G[11.‘- a.\,p + Uy - 'aa.u] + l’. e Uy * u:,;)
S (453 )
q“ - 0 b ] q" = Lu l -

Nun werden verschiedene Abkiirzungen eingefiihrt; als erstes der soge-
nannte Flédchentensor bep » auch Kriimmungstensor genannt, weil er mit
der Flichenkriimmung zusammenhingt. Er geniigt der Beziehung bug == My, p o1, .
Dann gilt analog obiger Differentiation Uyp* Ve + Bye W p = 0, daB

b"l’ =+ My * u:,p,o

Der Basisvektor o, ist sehr leicht aus der Definition der kontravari-
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anten Basis (vgl. 4.2 b) und den Beziehungen der Vektorrechnung (Bild
4.6) zu erhalten

2 ‘R.Xﬂ..

= it o xo,| = la,|lw,] sn(a, ,«) .
a, ? = o0, X U] mu | o, 2} 1o, | :.I ) :)

Es ist weiter ersichtlich, da U, a=m,, , daB

Za.xa, L o, , o, 0] S - P . 7Y
b«.p I‘ﬂ-q x ‘ul.l ult,p la“x q_tl "'\I (a1x ﬁ‘)-(-u_‘\r-u._,j' P .
Fir das Skalarprodukt der Ableitungen der Basisvektoren der Fliche
findet man iiber die zu Gleichung (4.15 a) analoge Beziehung (diese
Beziehung gilt ja fiir beliebige Koordinatensysteme)

1
r‘;, = 5 o™ (a“l., + Qe ™ Qapt ) - (4 6oa)
Darin stellen die

¥t = mEeaf g Gy T Vet (4.60b)

die Komponenten der Metriktensoren der Fliche dar, Sie sind mitein-

ander verbunden durch

oe Qpe = by . (4.00¢)

Fiir einige Christoffelsymbole geht man einfacher von

[+ X
G ’Dlu"ﬁlp)‘
aua, Das liefert

ol - - . — o - [ 3
[(aa = o Ayy = QT OBy, = - T b, = -Db,
3 o 3, _ 3 r 3, -
Fep = wea,, = b,y “w =rw, =0
” « 3 s,
r‘.s = O ¢ 11"’ = 0 3 rSS = 49 q,u = 0 3

wobei Christoffelsymbole, die gleichzeitig zweimal mit dem Index Drei
versehen sind, identisch verschwinden.
Hiermit sind die Eingelausdriicke der sogenannten Ableitungsgleichungen

der Basisvektoren bekannt. Angewendet auf die Fldchenkoordinaten er-

geben sich iiber -
D = r‘u; Um und qk,, = - :_‘ q“

die allgemeinen Ableitungsgleichungen der Fléchentheorie von GauB
( Pon 9 ""—":p) und Weingarten (ﬂ,,u)

3 '
Qup = F:Q ®, + Fu\! ty, = ap Oy + bap A,
p 3
By, = [ge ®a + (3 ®; = -b% oy
. (o)
ol
'olu,rt = -rl::t o - ;3113 = —r(sr'mf . 573 A,

asiﬁ = uﬂ,& , ‘ms'b = O’ ‘Gln,a = 0 .
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Mit den bekannten XKomponenten des Tensors 9p und des Kriimmungsten-

80T8 b der Fliche 6°=0-0 jgt die Ausgangsmetrik des Raumes in
FlachengriBen iiberfiihrt worden:

Qua = T.."(Q.m -Zl@bup + l‘@"b;b.‘r) = ?
q»u.i = 0

Cup
4 (4.62&!)
s = o

Darin werden als {ibliche Abkiirzungsbezeichnungen

H

4.6t
Cup = Ky Kyp = Oup =228 Dby +1*@'bL by, und p? = 87 -A@b! = py att ,( )

gebraucht,
Fir die kontravariante Metrik zeigt Zerna, 1962, eine Potenzreihe in
den 206 auf

q"“ = %(n"p + 220" 4+ 320 b b‘; + ... )

= 4 -
q » 0 y qli = 3T o (""-GZC)

Die Determinanten (3 und @ der kovarianten Metriktensoren werden
ermittelt zu

ﬁ = ['“}nq!-’%s‘] =‘LS [}*:-q'u’}*‘;a” lq“‘] ( )
4 3o
— _
= Lo man)en, = 2 pinl e,
Va = [, > Me My = (m-l"'“z)'m?a = €4 | (4 53
. ( €aq B4y ) o Yo
w@ = = - 11-63(:.)
E?.-l E,_,_ ("ﬁ [»] (
Das Verhdltnis der Determinanten ist
-3 L bl 3
A Ma E *
h=V§'— = LA Mape Bup L~E A (M:E“4+H:£,Q)
4z 42
T3
- L iuoul)e, - L* % det(ux) = T2 %,
€z ]
Die Verdnderlichkeit iiber der Schalendicke kennzeichnet darin
»
h={s1-20u7)(s:-20 by )~ (8% -2082)( 8] - 1ow})
= A0 (bl 44 + (20)* (L] b2 12 ! ) (.64b)

A1-(a@)zH +(A0)* K

In Glg, (4.64 b) sind als Abvirzungen enthalten die mittlere Eriimmung
H und die GauBsche Kriimmung K

4 e 4 5 1(4 , 2 - =ya 4.4, (u
H=zbl =7 bga™ 2 2(g*g) K=t g g (4 e5)
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In diesen Abkiirzungen sind die Hauptkrimmungsradien R1 und R, in

einem Schalenpunks verborgen

2

4.3.2 Grundformen der Fléchentheorie

Bei der Anwendung der Schalentheorie sind vor allem die sogenannten
Grundformen der Flichentheorie von Interesse. Jede dieser Grundform
ist ein Skalarprodukt von Vektordifferentialen der Schalenmittel-
fldche (nicht mehr allgemein wie Glg. (4.21)

d4 « dy da - do do,. d - I A
) 3 9 3 Ay

Fir die Festigkeitsrechnung sind nur die ersten zwei Grundformen von
Bedeutung,

Erste Grundform

Die erste Grundform benutzt man zur Berechnung eines Bogenelementes
ds lings einer Kurve € in der Schalenmittelfléiche. Das Quadrat des

Bogenelementes ist nach Aufgabe der allgemeineren Bezeichnungsform
ds® = dw - dw zugunsten der FlichengriBen & = T_(;r + A 0%w,) > L&

(da die Mittelfliche gewihlt wurde, 8°=0 )
ds*= Lo -Lod = L*2% do=- 3—;% do®
(4.670)

=

* o, m, dO¥dEP = L., dO™det

1

wie es auch direkt aus (4.62 a) und (4.21) abzulesen ist, wenn Gup= Gup.
Bei einer Parameterdarstellung der Kurven ®*(t) in der Fliche fiihrt das
weiter zu de* dop

T Te
cds'= L O““ d__“:_ T cit dt

(4+.67b)

@« LYo &6 ot
einer Formel, die der Berechnung der Ablegelingen der Fiden auf Ver-
bundschalen zugrunde liegt.,

Die fiir die Faserverbundauslegung bedeutsamen geoddtischen Linien von
Rotationsktrpern sind ebenfalls mit der ersten Grundform bestimmbar,
Die Herleitung ihrer DGIn erfolgt -gemdB der Definition geoddtischer
Linien-~ iiber das Variationsproblem fiir die kiirzeste Verbindung zwi-
schen zwei Punkten der Schale. Es gilt

t, t
L = /sds = f(T.. “Qup o~ 5“ ) dt = qu dt = Minimum
s, t, t,
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Die Extremalbedingung fiir das Vorhandensein eines stationiren Wertes
l des Integrals iiber das Funktional F# ist, wenn eine mit den Rand-
bedingungen vertragliche Variation $8'(t)= € $’) vorliegt,

51 = fSF(t 0*) dt
to {
3 t/[F(t 0"+ e¢”, 6*+ed’) - F(t,0% 6") ] dt = 0 .

Die Taylorentwicklung des 1. Integranden liefert

F(t,0+ed”, 67+ e4%) = F(t,0°,6) + 2L ed™ 4+ B cgma
Dieses eingeae&zt, in 51 verbleiben nur noch die Glieder

S]_ 1a': Ll {v)

ijwq" & w‘l’ ]d*

Sait

t,
In dieser Gleichung mul bei der Forderung nach einer zulidssigen
Variation ¢'(t)=¢" ()= 0 sein, damit das Randintegral verschwindet.
Als Extremalbedingung verbleibt der zu integrierende Ausdruck, wo-
bei die rechteckige Klgmmer die Buler-Lagrangen-DGIn darstellt.
Diese DGLn fiihren zu den DGIn der geodidtischen Linien

oF d [BF\ _ 1 Douws g _ d (20w &%) _
Fach Differentiation und Umordnung erhilt man
Q-w@ lig Ow é- _ A a_og_& ho A
a@p( ) + b ( —F ) ZF oev 0 O = 0.

Zweite Grundform

Die zweite Grundform der Flichentheorie fiihrt zu den fiir die Kontur-
berechnung von VerbundbehZltern ebenfalls wichtigen Hauptkriimmungen.

Es waren da B dua
= M =Ty und of = Pam
Daraus folgt dif « da, = Uy e @,, dO% dOF .

Das ist aber gemidB der Definition des Kriimmungstensors b,, =- W oty g
di- ¢ du! = = bup dau daf’

Den Zusammenhang von Kriimmungstensor bzw. zweiter Grundform mit dem
Kriimmungsradius in einem beliebigen Schalennormabschnitt zeigt die
folgende Ableitung. Entsprechend Bild 4.7 ist aus den geometrischen
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Zusammenhéingen an einem Punkt der Schalenmittelflédche abzulesen
ds _ ld4l _ldd ... BT ici4|

R i4] 1 R ~ ds

Hierin stellt die Linie 8 die Schnittlinie der Schalenmittelfliche

mit einer Ebene dar, die die Flichennormale ™, beinhaltet, Der

Vektor ¥ ist der Tangenteneinheitsvektor an die Kurve s. Die Lnder-

ung des Tangenteneinheitsvektors %}-steht senkrecht auf der Tangen-
tialebene und zeigt in Richtung oder Gegenrichtung von ™, ., Zu einer
Erweiterung auf negative Eriimmungen verhilft die Bezishung ([Klingbeil],

S. 104)
A8 Sidé
® Tds %

Laut Definition ist -0,*% =0 , Durch Differentiation dieses Aus-
druckes erhdlt man

deoy
ds

d4 _
ds =0

AuBerdem heiSt der Tangenteneinheitsvektor an die Kurve Lﬁﬁcs)
1’=Ld€

ds

Somit 148t sich schreiben (unter Beriicksichtigung von (4.67 b))

A da;l_dw a4
ds

R das

=+'a3-

LFardE Tt Tor dordor arar (as?)
_bug 6 B0
Lay, O* @®
wobei in der letzten Beziehung rein formal durch Erweiterung mit dem
Differential dt auf eine Parameterdarstellung mit dem Parameter t
ﬁbergangen wurde., Die Kriimmung der Schnittkurve eines Normalschnittes
ist also gleich dem Quotienten aus zweiter und erster Grundform,

?

Wir haben zuvor nur die Eriimmung in Richtung beliebiger Koordinaten-
linten bzw, Parameterlinien untersucht. Es sind aber speziell die
Linien von Interesse, in deren Richtung extremale Krilmmungen vor-
liegen, nimlich die (Haupt-) Kriimmungslinien,

Eine beliebige Schnittrichtung der Schalenfliche kann durch einen
Paktor x =d8'/dg* festgelegt werden. Das kann z.B. (s. Bild 4.8)

die Ablegelinie eines Fadens auf einem Wickelktrper sein, wenn als
Koordinaten der Winkel ~ und die Mantelerzeugende 4 einer Rotations~
schale verwendet werden, Das Einsetzen von x in die ausgeschriebene
Form von (4.69) liefert

Dy X' + 2bnp X + ba
CA."X.?' + 2Qpx + 0y,

_["_g = {abgel,}, 43
= gelk.) (4 30)
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Die Differentiation dieser Funktion d(L/R)/o\y_" O, ergibt
[(2Xb, + 2b,)N - Z(2Xa, + 2a,)] /N* =0 .

Da N die erste Grundform beinhaltet, die immer ungleich Null ist,
erhdlt man durch Ausmultiplizieren des Zihlers Z

X’(b, 0, -b,a,) +X*(2b,0,, + bea, ~2a,0, +0,b,) +
+ X (b41qzz+ ?-Qu bu = Q-n bzz = Zaﬂ-bd‘l.) it ( bﬂ‘l. Ou - a‘l‘l- bu)

|
O

beziehungseweise

X (b 0,4+ Gpb,) +X (b0, = Oy by ) +{bay 0y, - G byy) = 0. (&.71)

AT 11

Das ist eine quadratische Gleichung fiir die beiden Schnittrichtungen bzw.
Extremwertstellen Xi der beiden Extrema L /R, und L /R,

2 ( bnr. Q;;, ~ Q. bu) _ (L"-?z)

(X..\_ - (b... o, —a,, bu) ¥ T(bﬂag = [} b,_,_)z -4 (b, 0, - Qub«)(bqgou ~ Ou bu)
X2)

Wie hier nicht bewiesen werden soll, stehen beide Richtungen auf-
einander senkrecht. Wir wollen dieses wenigstens fiir den sehr héufigen
Spezialfall des orthogonalen Koordinatenmetzes aufzeigen. Es gilt dort

Q= W, -4, -—'IJOL‘“‘G‘I osq = "IQM Oy Cos® = O

beziehungsweise der Winkel zwischen den Koordinatenlinien ist $ = A0°
Wenn auch noch b,=0 , so ist aus (4.71) als erste Losung x,=0 ab-
lesbar. Bine zweite Losung erhilt man fiir X +0 , wenn man durch x°
dividiert

0 + % (b,a, —aub,) + 2.6 = 0

14 T2

Sie lautet X,=0 . Die orthogonalen Koordinaten sind also gleich-
geitig Kriimmungslinien, wenn bei ihnen b,,=9 , Das ist z.B. bei der
Rotationsschale der Fall, sofern Lingenkreise und Breitenkreise als
®% herangezogen werden. B

Aus (4,.70) war ersichtlich, daB zu jedem gewshlten L /g (Sonderfall
Kugel ausgeschlossen) zwei Richtungen angebbar sind (Bild 4.8). Das

Ordnen der Beziehungen (4,.70) nachﬁx(;@)liefert die quadratische
Gleichung

Xz(%c‘l“-b“) * 21(% Qp _bu) + (LR- Az, = B, = 0 (4.73)

und die Wurzeln

= Z(":ﬁ‘ 8. ~ bﬂt) i -\ l"(%q"l-bﬂ)z - "i'(% o«"'b«)(% Q;, - bn) . (4"?‘*)
2(_;_04'\ "'b-m)

X,
s
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Fir die Extremwerte E/% bzw. LR, ist _)114= x1,bzw, 'iz,, = %X, , so daB

die Wurzel in (4.7 ) verschwinden muB. Das ergibt eine gquadratische
Gleichung fiir die Hauptkriimmungen

- -

L L L (&.7T
S 2H + K 0 c.)
mit den schon zuvor verwendeten Kriimmungen (vgl. Glg. (4.65))

H =1 B4 0z, = 2010, + bipay, =1 bayQz; 254284 + by Oan
2

z
Qaa Qg — Q4 a

™

1 (4.‘?60)
K = b« bu. = b‘lz

3
Q4.0Qp — O,

=] OF
a

Rach dem Vietaschen Satz sind aus Gleichung (4.75 a) zwei Beziehungen
fir die Hauptkriimmungsradien R1 und R2 direkt ablesbar

1( L L =iy g RS
=2l e R, R, eger)
bew. 2 "' = |H| i\ VHE-K l ' (4.35b)
Laad

Die iibliche Art des Einsetzens der Extremstellen X4 X, in die Funktion
(4.73) zur Erlangung der Extremwerte LIE md L/R diirfte sehr viel um-
stédndlicher sein als der zuvor beschriebene Weg.

Sind die Parameterlinien &"=comst gleich den (Haupt~-)Krimmungslinien
(Kegel, Zylinder), so gilt vereinfacht entsprechend (4.69)

L _ ba L _ by
R Qaq L Qzy

Da nicht nur die Grundformen der Fliachentheorie von Wichtigkeit sind,
sondern auch die GroBe des Flichenelementes fiir den Werkstoffverbrauch,
80 soll ihre Berechnungsformel ebenfalls angegeben werden., Eingeschlos-
sen durch die infinitesimalen Liéngen d©' undd®® ist die Fliche des ent-
stehenden Parallelogramms auf der Mittelfliche

dF = |ldar xdew!l = L*|da » dwl

=L g5 de'x g5 der| = L% |o, va,| do"de"
- L*o.q,, sing do‘der,
Nun ist aber cos$ = a, /o, a,,  und gemédB goniometrischer Umrechnung

Siﬂlg = Q,,0Q,, = Q:,_ = Qa .
044093, Qa4 Qo
Damit wird schlieBlich
dF = [*Vo do*de* 2 i*e, d6"de* . (4.77)



4.3.3 Verzerrungstensor unter Beriicksichtigung verschiedener
Schalentheorien

Nachdem die Geometrie der Schale bekannt ist, muB der Verzerrungs-
tensor in Abhingigkeit von der Plidchenmetrik aufgeschrieben werden.
Beim dreidimensionalen Kdrper lautete der Verzerrungstensor (Glg.(4.18)
und (4.22))

A . .
T =g (9o + oo 41;) = 7 (ualy + wie) (4.38)

Bei der Schale gehen die Gleichungen unter Verwendung von 3 =68 -218b]
und gu = L pioy in

[y y L

T-p"'?(}":u‘ Lot +}“:\q9'%"‘) =%(u“l"+u"ll)
T2

S L R P SO )
It

=5 (22 0,- ,,) .

iiber.

Das Aussehen dieses Verzerrungstensors (4.79) hiéngt davon ab, welcher
Art der Verschiebungsvektor ist. Zerna benutzt bei der Herleitung der
Theorie elastischer Schalen (unter Verwendung des Approximationssatzes
von WeierstraB) eine Potenzreihenentwicklung (nach der ausgezeichneten
Koordinate @ ) all der Tensorkomponenten, die Funktionen von O sind.
Damit wird die Allgemeinheit der méglichen Lésungen des Elastizitits-
problems noch nicht eingeschrinkt, Erst beim Ubergang zur sogenannten
Ersten Approximation werden unter Annahme der Kirchhoffschen Normalen-
hypothese siimtliche Reihendarstellungen der Verzerrungs- und spiter
auch der SpannungsgriBen beziiglich der Schlendicke nach dem linearen
Glied abgebrochen, AuBérdem werden Produkte des die Schalenschlankheit
charakterisierenden Parameters A mit Verschiebungsgliedern als GriBen
kleiner Ordnung angesehen.

Die Potenzreihenentwicklung der Verschiebungen lautet fiir verschiedene

Theorien (zur Erkldrung die Bilder 4.9 und 4,.10)

Tj.“" = w0 (©%) + A0 w(O) + MW(e0)
(4.80)
= (Vo +wra) v (R0 wra,) + (W)

mit

1 z ] L Reinengntmicklung
w - [Gle)w‘ LA W 4o, +((AOIW+ (AOF W + )“3]' ZERNA (4 g4)
= AW o, + ABWM, = W o, +W'a, - 1 Approximation ZERNA

= 0 et st e s TedRMipehe  Donaleviheoriel

In (4.80) stellt L den Verschiebungsvektor eines Punktes P der Mittel-
fldche dar. Weiter bezeichnet in der vorstehenden Gleichung we die



Anderung des Normaleneinheitsvektors#, infolge der Verformung. Da o,
seine Lidnge beibehdlt und seine Richtungsinderung als sehr klein ange-
sehen werden kann, steht # bis auf GroBen 2, Ordnung senkrecht zu o,
und ist deshalb nur von den @ abhingig. Der Vektor L™ gibt an,
welchen neuen Abstand zur Schalenmitte ein Punkt A der Schalenfliche
nach der Verformung hat.
In den Gleichungen %,79) sind die Ableitungen des Gesamtverschiebungs-
vektors einzusetzen. Es sind dies im einzelnen

%%,u = We A0 wWu + ) oL

(w.82)
-'_IL- Wy = My +r40 +20u,;, + W, = 240 + W3 ,

da nur die GroSe W) von 8 abhingt.
Statt Gleichung (4.79) wird meistens eine Form verwendet, die nach
Einsetzen von pl und /i entsteht (Zerna)

T = L (o + 2B + X0 fuy + s ) 5 § T
T.S. 1. Aper.
mit den Abkiirzungen
Kyp = ':‘f(ﬁu"‘p-p + Wy e 19'-)
fl.)uﬂ = i(“u'”-p + an'wld "blu!.wﬂ‘ _b:‘ uf.w"‘) (
L. ok)

r4
Pun = 2 (DL, -4, + b 4, - 49,.)

Nen =~ % (Oa-10, + u,-T0, -20 [b} w, -, + bYa, M. ] .
In (4.82) sind die Ableitungen %, ,ud,, yW),, und #e,, unbekannt. Sie
gsollen im Rahmen der 1. Approximation kurz hergeleitet werden.

Emtsprechend den Ableitungegleichungen von Weingarten, wenn auferdem
M=\ +witty 4 (4,17) und (4.61) verwendet und Indizes ausgetauscht
werden, ergeben sich als Ableitungen

o 1 k)
A = \J”@ ﬁ_+v“mmlé+wlp LT 'DL_,".,
- Hy L 3 3
TV ,p MLy +V (rmm“-i-bmzms)-&w py — W b:,m_m
- w 3 = T 3
= (v, = w bp)zmu + (v beo *+ e )AL,

o (Lt-.QE)
W= w ]‘s n, +wv b e 1,

'W,,,:("V'\)"l(L —'-Wal:; )‘mu_ + (W'bm & wam)’ms

.= - a
14 'W,s-or.u -\-'W‘!'Dts

Bis hierher ist der Verzerrungstensor unter Verwendung von (4.85)
exakt im Sinne der klassischen Elastizitédtstheorie, der Theorie



infinitesimaler Verformungen, darstellbar. Eine Beschriankung auf
lineare Glieder in den 2@ der Glg. (4.81) fiihrt zur 1. Approxima-
tion von Zerna und einem einfachen Ausdruck Nap o Dieser Term stellt
dasjenige Glied dar, das den EinfluB der Schubverzerrung und anderer
Verzerrungen in Richtung der Schalennormalen beriicksichtigt. Die
Beschréinkung auf die VerschiebungsgrsBen viw® und w* fithrt zur
Technischen Biegetheorie der Schalen,
In letzterem Fall kann das nach dem gquadratischen Glied *@)" stehende
Pap vernachlissigt werden, wihrend Nup verschwindet. Nach Ausfithrung
des skalaren Produktes in (4.84) und Senken von hochgestellten Indizes
verbleiben so

2 0up = (V¥ ~ W'bf ) Cur (Vrl - Wby ) gy

= anp A Vpl =N| N b"‘:_[ Lovesche Nohotungw

szf!nqrschnv TFassung (’+ 6(:,)

el = 833 -w'ep) - B (v P4 o

Wedlp + W&‘_] by Velg =B} Vgl + 2 bY by W

i

2 Wy

2 Pup = (b Wylp + b Nq‘a_)
mit Wy = w® Ay = w?

Die Annahme der Normalenhypothese ermdglicht es, die Verschiebungs-
ableitungen W,.; mit den Verschiebungen V*,w’ zu verbinden. Eine an-
schauliche Herleitung des Zugsammenhanges sieht wie folgt aus: Man
fuhrt eine Addition der Einheitsvektoren mit den entsprechenden Ver-
schiebungsvektoren bzw. Verschiebungsvektorinderungen durch und bildet
das Skalarpodukt, welches natiirlich verschwinden muB, weil die GréBen
aufeinander senkrecht stehen

(ﬂ,+w)-('a.‘+19,_) = Wyedt, + 0,00, + “o e, 4+ w;‘,w,u =0 .
G ]

MW, = WP, e, = WP O, = W,
= -, Ay = -qh,,-(v@bgu + Waau) o,
i T R PR VTSR S
gilt schlieBlich als Vertriglichkeitsbedingung
We = = (wd, + b v®) = (W + b Vns‘i . (4.87)

mit dem physikalischen Inhalt, da8 die Normale auch nach der Verformung
eine Normale bleibt,

Nun sind nur noch die unbekannten Verzerrungen Tx: und ¥,, herzuleiten.
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Sie ergeben sich bei linearer Theorie nach Ausfilhren des Skalarpro-
duktes und Einsetzen der Ableitungsgleichungen 2zu

-z
Tos = % [Vlﬂ!'“‘"m +m13) +1113 0(10,“ +l@'ﬂ€]m +m’“)]
-1
= _%-_ [pd g, + Aoy M + M wa -2 06T wp by, +BE )
)
= -li- [P: Wgu i l.""J.rlb‘l‘nl. =i w-’t“_] 4. Approximalion (B4e3b)
ko _Lz vow Zeyna
'ﬂ‘h = _l;‘_ [?_11_3 (A + Tn.,,)'] > = Z.W3.31. . (#+.83c)

Damit sind die Beziehungen der 1. Approximation von Zerna gefunden.
Ein Verschwinden der 7. »7s héngt entsprechend der Definition von Ly
nur von 7§ ab. Da im weiteren Teil des Buches nur noch die Technische
Schalentheorie, M =0 , beschrieben werden soll, werden ab jetzt o>
und 75, Null gesetzt,

4.3.4 Gleichgewichtsbedingungen in den Spannungen

Entsprechend den Gleichungen (4.28 und 4.31) heiBt das Gleichgewicht
an einem herausgeschnittenem Volumenelement fiir die bezogenen Schnitt-~
krifte bzw. Spannungsvektoren

B SR L (o x n2) | (n22)

Fiir die bezogenen Schnittkrafte gilt entsprechend (4,27) auBerdem

T

=L (™, + A it a) 3
b Tty x 2T )

( (&.2a)
- | L(pret e+ AT )

Damit liegen die partiellen Ableitungen in (4.88) fest, wenn g =hVa
gesetzt wird, als

T = L{(\T&')m[hp; o + ha T ) "'"I;[(*‘)“:tup)m“s"(“ltus)w%-l]"'

+\a [ Us)uz ) Vg *+ u‘ltﬂ)'a%“l}
(&.90)

fy

1, = L &(\F'-),a e e fog + sanarg |+ Va [ pd T oyt (022 0, ]

+Va’ [(hp}‘tm) sy, o+ (Rae) a,),] 1 .



In diese Gleichungen kinnen die folgenden Vereinfachungen eingebracht
(W), =Va i = Yo le, (&), =0 ,

€
D,y = My, =0 5 Ty = 0 +o,m, .

werden

[

Nach dem Einsetzen dieser GréBen in (4.90) und Austauschen von Summa-
tionsindizes liefern die Gleichgewichtsbedingungen (4.88) zwei Kompo-
nentengleichungen der Form

a [TYE] P BT ) & (g ), + T8 (g 2™®) - b P8 +(5137%),, +5%4a | =0

%, [T‘ﬁi F:‘Lh}.ﬂ:“) v (“1""13)5‘: + by ?"EP L +(h 13;)1: s £ h d l =0

Das liefert aber unter Verwendung der kovarianten Ableitungen fiir die

Komponentendarstellung (Zerna, 1967) in Glg. (4.30 a)
L‘{(ﬁpf, ‘0:""')|_‘-(h'r\-'l:"‘:’)b:L + }A"s 'C"ﬁ)ﬂ} + p'h= 0 ( )
4 Q4

L@l b ebe, {on e, |+ poh= o

4.3.5 Gleichgewichtsbedingungen in den SchnittgrdBen unter Beriick-
sichtigung verschiedener Schalentheorien

Das Besondere einer Schalentheorie ist, daB man durch Integration der
Spannungen iiber der Schalendicke ein dreidimensionales Problem auf
ein zweidimensionales reduziert. Dabei kdnnen entweder -wie in der
Balkentheorie~ die SchnittgrtBen als selbsténdige GroBen fiir sich
positiv definiert werden (Green - Zerna) oder -mathematisch konse-
quenter- iiber die schon definierten, positiven Spannungen festgelegt
werden, Im letzteren Fall stimmen die Vorzeichen der physikalischen
und der tensoriellen SchnittgriBenkomponenten iiberein. Bei der Indi-
zlierung erhalten alle Schnittkrdfte und Schnittmomente denselben
Index wie die Spannungen. Bei den Querkriften verschwindet der der
Integration zugehdrige Index 3,

Es lassen sich folgende Beziehungen zwischen den Komponenten des
Spannungstensors T'* und den tensoriellen Komponenten der Schnitt-
groSen anschreiben (vgl. Zerna und Bild 4.11)

aly ”

n= = ﬁﬁ Ha TOde* |, gt = ,vL/(r.'::"*‘)c'ua3 )
=t -
2 " (/-{-_QZ,)
m™s =7t/(ﬁ pi wf) e*de?

..1;1
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Darin sind die n",n* Normalkrifte, die n™ und w*' Schubkrifte und
die ¢"19" Querg¢Hkrifte der Schale. Die m" und m* sind Biegemomente,
wihrend die m™ und m" Torsionsmomente darstellen. Bei der Integration
ist darauf zu achten, daB die A,b}.by, in den My unabhingig von &
(der Einfachheit halber im allgemeinen ® genannt) sind,

Den Zusammenhang zwischen den auf die Schalenmittelfléiche bezogenen
LastgrdfSen und den Belastungen der Schalenlaibungen stellen

=" Q=1
- Brhelen, , P ARTRISL , ot abou o] d (4.93)

dar,

Aufierdem werden nach Zerna als Abkiirzungen ein Vektor 1 und ein
Skalar T in dieser bisher noch exakten Theorie elastischer Schalen
(Glg. 4.91) benutzt. Die erste der beiden GriBSen hingt mit der Ver-
teilung der Schubspannungen iiber dem Querschnitt zusammen. Beide
GriBen trefen in der technischen Schalentheorie nicht auf, Ihre Defi-
nition lautet

C[‘

[ = 2" [ae=* @ do y T o= fﬁ‘t” de (&.ax)

..1". -’ ,‘

Bel der partiellen Integration der Gleichgewichtsbedingungen wird auch
die GrioBe

P =\ [ﬁ@t"]e"_‘,’; (&4.as)

auftreten. Sie stellt eine weitere Randbedingung dar und hingt mit den
duferen Lasten auf den Schalenlaibungen zusammen; sie kann mit (4.93)
auf P’ bezogen werden

P 1(;17__ Eltu]e-ilz _ %El'cn]s=-“fz

p
2 (2 21 - A )

(4.a0)

A 3
z ¥ .

e=-‘!z)

Das bedeutet im Rahmen der vorliegenden Theorie, daB8 es unerheblich
ist, wie sich die Belastung auf die Schalenlaibungen verteilt.

Unter Verwendung der vorgenannten SchnittgrtBen und BelastungsgrioBen
fiihrt die Integration {iber

> LY

l./ {(ygm‘“ - AhT™’bY +(pg¢’ﬂ3}d6 + fﬁp 4@ = 0

"fg - II.

" Iy

L/ {( ), + pisctb,, + (10t }d@ + [ip*dd =0
Yz “Yy



zZu T
Ll ol - e ) e fiptas

—4"_

o
n
o

(ta7a)

Ay
L { Q*|l, + n™b, + p? } + /f-,'p‘da =0
-4&
Wenn die beiden Gleichgewichtsgleichungen (4.86) vorher mit 16 multi-
pliziert und dann iiber die Wanddicke integriert wird, so ergibt sich
noch ein zweiter Satz von SchnittgréBengleichungen

i “, T

L /{(H?,B't‘“)[u - AN b+ p,‘,&'c"’,,,] 1@ do + /p’ne 48 = 0

~fy =

0

% azy
L/ {(am=®)l, +plico,, +ase®, J 28 de + [pPhae do

- -

bzw. (Zernc], S. 58)

I
o

= Yz
L‘lm““l,.c —lq¥ + f } + A [ p%he dO
% (v.a7t)

= 2
L{L"I.g +m™by + P -T }J+A[phOde =0 ,
-4
wenn als partielle Integration iiber ® , verbunden mit den Beziehungen
T = ¢t und pi = 8, -aBbj

4[: ""l.
Affrt e, 0d0 = A fopt v*]™ -2 [ pine® 40
P\‘ 3 pn. -4y -4; *
-y E'3 L
= ¢t - & fhr¥de
-t
= Cq - q_q
4 " ‘e
11/(‘;1 tlj:‘@ da - 12[‘-‘@,.:33]—1:‘- _ lz;{jhtSS 460
-4 3 Tz ol "
verwendet werden. = P - T =ZP -7

Durch Integration sind die Gleichungen (4.91) zweidimensional ge-
worden, also nur noch von 8 und 8 abhingig. Dabei stellen die ersten
drei Gleichungen in (4.97) die Gleichgewichtsbedingungen gegen Ver-
schieben des Schalenelementes dar., Die vierte Gleichung ist rein
formal durch den Integrationsprozess dazugekommen. Sie besitzt keine
anschauliche Deutung und stellt nur die Definitionsgleichung fiir die
neuen Schnittgrofen 1™ und T dar. Die in der iiblichen Schalentheorie
hdufig abgeleitete Gleichgewichtsbedingung gegen Verdrehen um die
Schalennormale, die nur die Symmetrie des Spannungstensors ausdrickt
und keinerlei neue Aussage liefert, tritt also nicht auf.

Nach[Zerna, 1967] sind alle vorgenannten SchnittgriBengleichungen
exakt im Sinne der klassischen Elastizitidtstheorie. Allerdings werden
sich Schwierigkeiten in Abschnitt 5 ergeben, weil in einer der Spann-
ungs- Verzerrungs- Bedingungen einige GroBen A0 und {1 ©)* verbleiben
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werden, obwohl sonst die Koordinate ® eliminiert ist. Die—selbe
Beziehung deutet aber auch an, da8 Niherungsansitze fir die Spann-
ungasgrifen T* mit Potenzreihen mdglich sind, und zwar derart, daB
die Spannungen nur Funktionen von & nicht aber von ® sind.

Mit der abkiirzenden Bezeichnung © gehen die Potenzreihen wie folgt
aus: to}

W ef® = o8 = et 4 (10) %0 + . 4 ( 8)" B
Lol 4) ™
he™ = 6% = &>* 4+ {A0) Tus + ..+ (18)"B‘j“3 )
(4.98
Apb e = o - P ox (a8)E 4, (20)" 8

he = &> . ‘é’n n [.1@)%]“ b -F-Ll@}“‘fi)“
Fir hinreichend diinne Schalen ( x<<1 ) sind diese Potenzreihen kon-
vergent. Allgemein wird durch sie die Spannungsverteilung iiber der
Schalendicke dargestellt. Die Anzahl der beibehaltenen Glieder be-
stimmt die Approximationsstufe der Verteilung.
Die Approximationsrechnungen werden wie folgt durchgefithrt: Man

benutzt fiir die Gleichgewichtsbedingungen ohne Volumenkrifte die
Differentialoperatoren

D,=  &%fl, — A6™*L* + ¥, =0

D, = APl + F¥b, + 6%, =o0.

Da die Potenzreihenapproximationen die Gleichgewichtsbedingungen
nicht exakt erfiillen, miissen die Fehlerquadrate der Niherungsopera-

toren D iiber der Schalendicke zum Minimum gemacht werden
1z 1’

:]..=/(']‘jﬂ)zd®=M"m- 3 jz= /(ﬁz) dB = Min.
‘11'1 "1’?.
Die notwendigen Bedingungen zum Erreichen dieses Minimums sind
3 03, !
—@a- = 0 g = 0 -
Sie stellen Rekursivgleichungen fiir die n'ten Reihenglieder dar.
Bei Beschrdnkung auf lineare Glieder ergeben sich die vollstédndigen
Gleichungen der 1. Approximation von Zerna, wobei im Rahmen dieser
Approximation die zweite Gleichung von (4.97 b) vernachlissigt wird.

Die drei Gleichgewichtsbedingungen in den Schnittgr&fen -ohne die
Volumenkrdfte-lauten somit

- 9 o (0)7 : 3 M,Ol
n*], - blgq + P - BpY =0
. Allgewmeine (L‘. a4
18) . .
q"‘"lq + n“" bra + 53 . = 0 Sihalewn- o C)
. J o | %lg-{r_‘ﬂums!nu o
g g e s 20
- 9 + P' - Bt =0
T5 1. Appe.|



{1} (2)
.worin hiufig c'= p*-b »* als Abkiirzung verwendet wird.

Zu diesen Gleichungen kann man natiirlich auch iibar die virtuellen
Arbeiten kommen. Das bedeutet: Integration der Gleichgewichtsbe-
dingungen iiber die virtuelle Verschiebung 6w , die in Pctenzreihen
iiber A® angesetzt wird.

Es ist notwendig an dies=r Stelle auch die Schwidche des Potenzreihen-
ansatzes zu erwihnen. Bei Betrachtung der Potenzreihen der Spannungs-
komponenten 6%* und 6* , eingesetzt in die Gleichgewichtsbedingungen
und unter Beriicksichtigung der -iiblicherweise als Schalenbelastung

|a} f4)
aufgefaBten~ Laibungsspannungen sind die Reihenglieder ¢*°, 6** und

& ,tg'“ bereits durch die HduBere Belastung festgelegt. Werden
weiterhin Spannungs- Dehnungs- Beziehungen fiir die htheren Glieder
formuliert, so existieren auch solche fiir die nullten und ersten
Glieder, was aber gegen das Gleichgewicht an der Schalenlaibung ver-
stdBt. Die Schwdche des Potenzreihenansatzes ist dann beseitigt, wenn
man ihn fiir die 6™® ©beibehilt, fiir die ja immer Spannungsdehnungs-
beziehungen vorliegen, und bei den 6°%6°%6* auf ihn verzichtet,

Bei Vorhandensein von Volumenkriften (z.B. Fliehkrédften) miiBten gemiB
(4.97) die ¢’,¢° mitgenommen werden. Sind jedoch die p'#® iiber der
Schalendicke konstant, so werden sie direkt von den p,¢® mit abgedeckt.
Im allgemeinen ist es iiblich, die Laibungsspannungen als Schalenbe-
lastung aufzufassen und dafiir auf die %9’ zu verzichten,

4,3,6 Sonderfidlle von Gleichgewichtsbedingungen (T.S.)

Biegetheorie
0 {=) mlt(l' (;
e*® = &%° + A8 & M+ # 0 lim qavren)
Annahmen
nu(" . _’.12.._ ( nu'o + n"“) = ﬂ(un) (sgmm.‘_\'enso'r)
_.'- . = L] d do
L = w kqa.\"L ae An evuwng s
"= <4, b(s), “e l"n. Wrbwmmungstensors)
Fuv
™ = m‘;u’ flache Schalew
" wettavhiw
nuplu %0, (da nuy qeringt Awderuwg

bei flathem Winkel ),

Die Biegetheorie umfaBt mithin die flachen Schalen und das Rand-
storungsproblem. Wenn C%=0 gesetzt wird, bleiben die Gleichgewichts-
bedingungen (Index Null weggelassen)
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Yl“"b,p + g%, -1-1::'3 = 0
(4.100!
iibrig.
Membrantheorie
2]
Annahme gut = l‘guo + A0 &0 * 0 (iw nllge.\ua.i\nc.a)

<<

Damit werden fiir diesen Belastungsfall

Ny, =
=/ &* do , m=* =0

_1,‘
Da diéfbhnehin Null sind, verbleiben als Gleichgewichtsbedingungen
(Index Null weggelassen)

n™l, + $* =o

i (%.101)

nﬂ!bu 2 Pa = 0

Zur Ermittlung der Membrankrifte bzw. Membranspannunzen ist die
Glg.{4.99 c) nicht notwendig und auch nicht vorhanden.

4.3.7 Physikalische GréBen

SchnittgritBen:

Eine physikalische Bedeutung haben Spannungs- und Momentenspannungs-

resultierende, die sich z.B, im Palle vrmxf‘ an einem Schalenschnitt
®* = const. (s. Bild 4.3) mit den begrenzenden Normalen O%und O*+d@*

iiber den Spannungsvektor %™ finden lassen [Lehmann u.a., 1968]. Dabei

wird von den folgenden Integralen ausgegangen
e A

[/ 4" d@® 4o wd L f( 1w, x3") ©%det de? (4.102)

= =
Wenn diese beiden GrtBen auf die Lingeneinheit ds der Koordinaten-
linien ®' = const. der Schalenmittelfliche bezogen werden, so 1l4Bt

sich iiber ds « L Va,,d6%de®' , analog Glg. (4.9 a) und mit

Q c‘14
Q,, =

angeben, daB fiir den @' = const. Schnitt

ds = LV a d™

L Vo, d&* = L JVa o~ de*.

gilto
Piir die Schnitte ©° = const. werden damit iiber (4.102) und
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/] e

4 e 3 - - 3
“w* = — 1+ d@* de®* - —— ____ 1" 48
dS__"h - LVa ofuu.i f =

-1
a4y i

w it flaprdasar - 3E Flanio s

—'VL '4!;

In diese beiden Beziehungen wird i“ entsprechend (4.89) eingefiihrt

4/'_

v Va o™ =f¢§' (pi T, + 2 x%%0,) de?
.-4’1

%
L MOV %’?&ﬂ,x( ph T g+ 2 T ) 6F de?
-
Das liefert nach Einsetzen von (4.92) unter Verwendung von (4.2 a)

n* =

1 o
froper) (nu!'m? +q m?a)

Vo (4.103q)
a 1 .
w =_\I_m [ m*! ('D(Jx'mq) +O) =

Q
Die physikalischen Komponenten ;fv,ﬁ“V,éf ergeben sich schlieBlich,
wenn die physikalischen Spannungs~ und Momentenspannungsresultieren-
den W* und W* noch auf Einheitsvektoren in Richtung von Ty 4 of
und ™, Dbezogen werden (vgl. Bild 4,10)

W = A%t _Oly + qu oy

\,sz»
W = e R - 2 o' . { 4.102b)
\a (+) Vo™

-Zerna
Den Zusammenhang zwischen den tensoriellen Komponenten und den

Physikalischen Komponenten liefert der Koeffizientenvergleich
zwischen den Gleichungen (4,103 a) und (4.103 b)

(™ = o m™) (4.104a)
m* = Yo m*
(# = -Y28™ Lwm® =\28-La=) .

Wenn die physikalischen Komponenten auf die positiv gerichteten
Einheitsvektoren bezogen werden, so wie es Green/Zerna macht, dann
erhalten wir bei den ™** negative Vorzeichen.

Hier soll, wie es allgemein iiblich ist, dem Wunsch nach gleichen
Vorzeichen der physikalischen und der tensoriellen Komponenten Folge
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geleistet werden, Damit sind in den Glg. (4.104 a) die Vorzeichen
bei den m®%* zu wechseln

— 12
v da - (& ol b)

a‘!?.

LY
CnZZ

Die Wirkungsrichtungen der physikalischen Komponenten sind nun gleich
denen der tensoriellen Komponenten, die in Bild 4.11 eingezeichnet
sind.

Die physikalischen Momente sind dabei die Momente der Spannungen um
die kontravarianten Basisvektoren der Schalenmittelebenegjim iibrigen
haben physikalische Komponenten keine Tensoreigenschaften mehr!

Belastung:

Auch die Oberfliédchenkrifte werden durch resultierende GroBen ersetzt,
die in der Mittelfldche wirken. Als invariante GroBen analog zu 3~
liegen hier der Kraftvektor Lf und der Momentenvektor 1t um den

im Bild 4.11 betrachteten Punkt der Mittelfliche vor, Die tensorielle
Zerlegung in Komponenten ergibt

2 = %— (p™ 4ty + 3 my)

':“_T(C“ qs“mu) = F(CA 2 z

T

Flir die physikalischen Komponenten 1i8t sich ansetzen

- Sw Ol x 3
2 P o + PO,
te 802 - g &

Vo= gy a™

Der Koeffizientenvergleich liefert

\J - " » 1
= ({“ 'l 1102=—“—°T~ o, BT,
(4 105n)
BT (e R T
L I L
Auch hier ist die Komponente &%
—
Qz2
¢ = NL: S (4. 405b)

Verformungen und Verzerrungen:

Bei den Verformungs- und VerzerrungsgrtBen geschieht die Uberfiihrung
auf physikalische Gr&Ben folgendermafBen
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'3

=

- . 1 x » 3
49_\1‘“1:1. +owy AU = V*WW‘ + w, o

- o A
HW = w0 = Wo Frisr (4.106)
W =W o~ + °‘ N T 4 T o™

=W, W, = W o o=r + W, o (4. Aperox.)

Bei den Verzerrungen gilt gemis %.;.-k =ﬂ getighiit y.. (orthogonales KO0S)

by —\I vy} T 1 =
Tup= Vg™ q® 1., = .2 o# T oy, wegen
A
» w) (13 aias
Fus = V4" 1z = T}_—i'\fo‘ s (&107)
¥ = al33) L 1
T ® 97T = o Ya

4.4 Spezielle gekriimmte Flachentriger

4.4.1 Allgemeine Rotationsschale

Fir die Rotationsschale des Bildes 4.12 werden als GauBsche Flichen-
parameter die Meridianbogenlinge » und der Breitenkreiswinkel
gewdhlt,., Diese Parameter- bzw. Koordinatenlinien stellen ein ortho-
gonales Netz dar.

Der Ortsvektor der allgemeinen Rotationsschale lautet entsprechend
[Klingbeil], S. 110, und Glg.(4.54 a)
4 (0°8°0") = L& (8" 0°) +0%a,(0",0") = L(& +18'x,)
LE = #, x° + n, X* + W, x3 (4.108)

= H,r(d)cosd + n, r@R)snd  + h, Z(a)

Er besitzt die krummlinigen Koordinaten
5 & u*y .
81=E 1 @z=L—1 p) (@3'-:—')7
wobei © die erzeugende Mantellinie ist. Da > einen Winkel darstellt,
kann L*=4 gesetzt werden. Pir L' kann L angenommen werden, so daf

als kovariante Basis iiber M = 'I_B'm gefunden wird
D46

o, = o9 " (¢’ cosd + 4, r'sind +1"3-’*_'-‘)
a, = gg‘ = —-%- (-11..'\"sin,3' + My ¥ cosh ) .

Hierin konnen die Ableitungen von z mnach 9 durch solche von v nach
% ausgedriickt werden, denn es ist nach Bild 4.12

dr® + da® = da*  ~ 'F + 2P =4

e n_ =vc'e (&.107)
2=+ unot  2"= . .
= = Nasen
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Nach Definition und Glg. (4.18) ist

4 \‘“’1 )%; ‘n:
| s> P gind z
b e Dy X Oy _ ~Ysind  cosd 0
3
1 ot, x-ot, .Ejr--\l r|1+2|1'

= (-n,2'cs> -, 2 sind +n,r’) .

Die Metriktensorkomponenten lauten gemiBl Dluy = Dty UL,

an ¢t os > +v'tsintd +E = "+';_-"' =4

T‘
L a, =-rr'sindcosd ave'sindeosy= 0
(I,'f' AT = r® sty + rleostd Y

"

Daraus erhilt man

Q44 Qg4 ©O a a r‘l.
4 -l
a = |04 @, O ol = =T (& 1100}
0 o ay Qrq Oy, L
und A
(Oua) = ( r‘) Ly I <R (4.110b)
n] :L',_

Die kontravarianten Basisvektoren erseben sich mit Gleichung (4.60 b)
iiber den kontravarianten MaBtensor

L (4.140¢)
b ¢
BU o'z 4 M, s> M, Osind +m, ) = oM,
o L 444)
@=L (em Toind +m Towsd) - ot . ¢

Nun fehlt noch der Kriimmungstensor b«, , den wir iiber die Ableitungen
der Basisvektoren finden. Zum Beispiel ist

. L
X, , (111.?" sy + M, e" sind 4+ M,z )L

und damit
b,, =+ U, ™

= (-, Foosd - My 2 stnd w0 ) o m, et cos T+, Y eind +m.2" )L

= _ You
L [‘é"t‘" (cos™ + sintd) + r'z"] L.I A p +f'_\[4{_;_i_,
L
N1-¢™

Die ganze Matrix lautet ([Klingbeill, S. 112)

a T‘“ L
(b - A-'F 0 (&.1124)
)
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Die kontragredienten Kriimmungstensorkomponenten erhilt man analog

b?; = bﬂrs a*¥
—T‘"]_.. O
( b)) = Na-¢® 2 |l B (£.1125)
ﬂ 0 L 4-—?‘_1___

Da b,,=a,=0 , ist bewiesen, daB die Meridiane und Breitenkreise
auf Rotationsflichen Kriimmungslinien sind.

Die mittlere und die GauBsche Kriimmung lassen sich mit Glg. (4.65)
Glg., (4.76) zu

4 4"'("2_"“““ b _r“ —_7 7
= — o = = = T e '13
H= b R Ly K =det{b}) — L. (&.413)

ermitteln, .

Fir die spdtere Ermittlung der Wickelkontur ist die Bereitstellung
der Kriimmungsradien entsprechend Glg. (4.75 b) notwendig. Allerdings
muB die Ableitung v'=df/d, durch Ableitungen ¥ =9r/gp (2 wird hier
wie Bild 4.12 gebraucht) ersetzt werden, wie es in der Wickeltheorie
tiblich ist. Es gilt dann mit

da
da* = de? + dzb Tl Axt2
die Beziehung N %
' dr 43 _Fdr ¢
n 5 d_ o2 =T 3 '\}1+¥2
Aus der zweiten Ableitung wird
U Alr’) - dte’) dg
Aaa Az 35
.
=5 _’% Na+¥2 "'?‘zﬂ Aver T 1
1+ ¥* 4+ ¥2 .
’? K
T N TS i
Damit liegt die mittlere Kriimmung
= 1 - 4" —_——
L 2 v \' A= yt2
N 13
¥ _ Y
_A- e T GRRRE
L2 A
e \‘( -5 (4.113b)
und die GauBsche Kriimmung
" ¥
-L- = — Y — 4
fest. s Y v (4+%)4%2
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Hieraus ergeben sich die Kriimmung 1/k, der Meridiankurve (Index o

oder 1) und die Normalkriimmung /g, des Breitenkreises zu
w3

A — AN N Y = —Ei-
R, A= (14232 L
(4.414)
1 — \}"\'Y‘"’ P A 1 _ b3 .
R, Y R R TS L

Fiir die Ermittlung der geoddtischen Linien miissen die Christoffel-
Symbole bekannt sein. Bei orthogonalen Koordinaten (a12 = 0) ver-
einfacht sich die Formel zu ihrer Berechnung auf

. Al
M =3 © (a +a

e,y L LYY S Qt&nu) .

Im einzelnen sind von Null verschieden

1 - oA a4
r‘u iz | a (a"f».l qu.z—au.‘\)
SO {iget14 = AIFd ()l SRR f4 145
Z Q Qu.,' = Lm = _\__f-"T )
L _ z A 2 4 1 dfet) T L.
P = Tl =7 d%ou, =7 fGL=-21 .

Bei Verwendung der Bogenldnge s als Kruvenparameter t kann man das
Differentialgleichungasystem der geoddtischen Linien (4.68) noch
weiter umformen, weil jetzt /Hs:aM{n)F==L . Nach[Klingbeil, S. 118]
ist dann

gr + T, 6%06% =0 (4.1
Zur Erl#duterung, wie wichtig diese DGIn sind, sei gesagt: Nur die
Faserablage auf geoddtischen Linien filhrt zu den sogenannten Isoten-
goiden, also Wickelktrpern, bei denen die Fasern iiberall diqgleiche
Beanspruchung erfahren,
Das Ausfiihren der Vorschrift (4.116) liefert die Bedingungen fiur
geoddtische Linien auf Rotationskdrpern

8" + I (89* =0 uea 8+ 27,86 =0

bzw. : o (4.14%3)
B X (N oo wd & +2—-LZe=0 .

L L

r‘ll:)

Wenn nach Bild 4.12 eine beliebige Bogenlidnge s angenommen wird, so
lassen sich folgende Bezeihungen einfiihren ( 0. = Paserablegewinkel)

A= 4 . Sodd  _ sinuly
A= T cose(s) , J‘_ds = e

Aus den DGIn (4.112) ergeben sich nach Einsetzen der Beziehungen



o dy _ Adr ds r
Add T ds as T A

die Gleichungen

AR T =20 ot D +2,—:—J‘ = (@)

Diese DGIn kénnen noch vereinfacht dargestellt werden. Als erstes
1iB8t sich die zweite Gleichung schreiben als

4 -

7{—2- -ad's—(.\r‘a:s') = 0 .
Das liefert die Clairautsche Bedingung fiir geoddtische Linien auf
Rotationskdrpern, die mit der Randbedingung o« =90°,vr=¢

12y = f"%“'fl— = ¥ sviae = st = e (&4.418)
lautet. Diese Lisung ist die einzige Lésung des gekoppelten DGL-
Systems, falls die andere DGL auf eine Identitdt fiilhrt. Da

4 d(A%)  _ sw A A (1Y _ v 29 _
1821 =38, ¢ ael@e— L5 wnd T =e

vereinfacht sich die erste Gleichung zu

AL . 1 d t2 _Q._" L
dio9 _ .. e =ZcTé(°+"“) %,

4 z
2 ASs Y

so daB sie fiir «¢x=90°,v=¢€

2

.y 1 e
S cos ot +_\"1

T
e
+ ?!'

gchlieBlich mit dem Einsetzen von Glg. (4.118) identisch erfiilllt
ist, weil
oe?w + Sinto =

Wie sich weiter zeigen lieBe, erscheinen die geod&dtischen Linien
abwickelbarer Flicken (Zylinder, Kegel) in der ebenen Abwicklung
als Gerade.

Weiter ist die Bogenlingen von grofem Interesse, Sie 18B8% sich iiber
die Bezjeghung finden

Sq
L = [iGu, 5" 67 ds . (2+.440)
S0

Fiir den Werkstoffverbrauch ist zusitzlich eine Formel zur Berechnung
der Xonturfliche notwendig., Sie lautet

3 J""
5 e f/ () dr da . (4.120)
b5 D,

&-38



Mit bekannten [, sind die Gleichgewichtsbedingungen fiir das Schalen-
element anschreibbar [ Klingbeill

e —blg® + ¢* =0
q’l... + ™ bug = 103 . Allgemeine Sdhale (4 A24)
= (Tedhn . Sdaolentneorie)

Un den Anwendungsbereich der obigern Schalengleichungen deutlich zu
machen, sollen hier die Voraussetzungen der Technischen Schalentheorie
zusammengestellt werden {[Wunderlich] und [ Bercha/Glockner])

— Diinne Schale: Die Schalenstirke t ist gegeniiber den iibrigen
Abmessungen klein (<1 ),

Lineare Theorie: Die Verformungen und ihre Ableitungen sind
infinitesimale GroBen erster Ordnung. Die Verformungen sind
klein gegeniiber der Schalenstédrke und haben keinen EinfluB
auf die Gleichgewichtsbedingungen.

Normalenhypothese: Die Normalen zur Mittelfldche sind auch
nach der Verformung unverzerrt und normal zur MittelflEche
(T —honaie=200)0

Die Spannungen normal zur Mittelfl&dche sind vernachl&ssig-
bar ( ©v2=0 ).

Die Schalenstdrke ist ndherungsweise komstant (1 ,,=0 ).
— Beztiglich der elastischen Eigenschaften siehe Kapitel 5.
Die Gleichungen (4.121) ergeben in ausgeschriebener Form unter Be-

riicksichtigung von b; = b% = b12 = b21 = (Q, also Ausnutzung der
geometrischen Rotationssymmetrie, bei der Wahl der Parameterlinien

-

n'i-l |

+ nul

1 : = b, ‘}1 +¢ = 0
™, + Ylnl.,_ + b ‘-}1 + fz - 0
q'l, +ql, + n"b,+ nb, + 19?' = 0
m«L + m"l., _ qq . o
m*, + m®, - g* = 0

In diesen Gleichgewichtsbedingungen stehen zehn unbekannte Schnitt-
groBen finf Gleichungen gegeniiber. Um spédter ein ldsbares Gleichungs-
gystem fiir die Gesamtzahl der unbekannten Schnittgrsfen, Verschieb-
ungen und Verdrehungen zu erhalten, muB der Momententensor m®¢ auf
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auf seinen symmetrischen Anteil beschrénkt werden
v 2
m™® = M=t g—n(”'m = e ® s %( Eambfy = ?«./C'(“m fHdo
<175
Das bedeutet m 2 £wm* | aber m%, = m" = ) | Mehr leistet die
Theorie nicht. Es stehen dann insgesamt vierzehn Unbekannten (neun
SchnittgriBen, drei Verschiebungen, zwei Verdrehungen) zunichset nur
finf Gleichgewichitsbedinguni:en und zwei Vertridglichkeitsbedingungen
gegeniiber. Dazu kommen in Kapitel 5 vier konstitutive Gleichungen
(Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen) fiir die nicht-symmetrischen
Normalkrafttensorkomponenten und drei Beziehungen fiir die Momenten-

tensorkomponenten m™"

, bei denen die Klammer ab jetzt wieder weg-
gelassen werden soll. Zur Verdeutlichung werden nun beispielhaft die
nichtsymmetrischen n** und n** verglichen und zusitzlich die n"* Kom-

ponente in ihre physikalische Form iiberfiihrt. Es sind

1/:

= fh).nr‘ md@—/ﬁfh_, +/LA§'C‘“)0|@

~fy. as,
/*ﬁ.[ 202"+ (4-1a62 )™ | d@
_jc./u" e = 4_/-%[(’%2@5 )2 - 2ekT ©2]d0

Unter Verwendung der Kru_mmungsllnlen als Koordinaten (b b; = 0),

sowie T'*=T* und Hh=1iL (4 281 b“+b‘)) werden -bei Vernachlass:.g‘tmg der
quadratischen Glieder in Glg. (4.64 b)-

A4,

W= AL / (1-200%7 +b 1) (4- L) 46
-1
4/z

< alt [ (rreliall)(4-2087 2" dO
erhalien. o

Trotz der Gleichheit der Schubspannungen t'*=¢*', Glg. (4.33), sind
gomit die Schubkrédfte wie auch die Drillmomente i.a. nicht gleich.
Lediglich bei der Kugelschale sind n**=n*' , da b} =b].

Wenn nun zu den physikalischen Grofien iiberzegangen wird, so ergibt
sich bei orthogonalen XKoordinaten { a, b; = bdg)

Az

= _\! Yy Qy T

1T

—2 :
= L (o, -218b, ), - 21Qb,, T

=1L Vo, 0, (A-zrew)(r-1reet)



Da die A® ~GroBen klein sind, konnen die Wurzeln in Potenzreihen

entwickelt werden
%41’ ¥ 'L
=Tt
V 20, N(1- 226867 (1-210kY) M

(re0)(ar208) = o TE

Diese Beziehung, eingesetzt in n'* |, ergibt nach Vernachlédssigung von
Potenzen hoherer Ordnung in A®
Ay -
= 2 1 1y L X
W o= 1\_1/ (=26 [6] + E1-208] )(4+206])(A+10b7) = T 2O

-

und mit (4.104)
— LN

L »az

- n

= AL f(4-1el:b‘;+b§])(4+ 1@51)-’—";%“016

=V

Da by=+4/g ,2aL=1t, 2@ = Y¥[ und d6 = dy*/t wird daraus (als
Parameterlinien waren die Kriimmungslinien gewidhlt)

Y, t,
KAt =L jlu—x@\a’;)v‘é“ae =/ (A-ZVE™ oy . (o)
= ...'&z R?.

Nach dem Einsetzen der kovarianten Ableitungen in (4.121) gemiB
[Klingbedil 1, 8.90,

e €
Ag,u * r\xE A p)

AT 4 To AT+ T AYE

Al
AL

"

(&4 .123)

erhalten wir bei Anschreibung nur der nichtverschwindenden Christoffel-
Symbole

T A A 2L R R Rot schal
- ol Sthale
nuM * r:g n“‘ + nﬂ'u. “+ r':‘ hﬂ + F‘;1 hlq —- b:qt + ?z = 0 ;nﬁsivma.inav
Bel
q4M + qzn 5 I"L q—' + o™ '01., + by, . 103 - o elastung
m«M + mu'z + r.:1 m" & r‘:; m _ q‘., - 0 (Li' ']?.4]

n . n 11 2 At z
mi, + Fam™ + mY, &+ l"z.,m +r‘11h’114—-q_z

Bei Beschrdnkung auf rotationssymmetrische Belastung verschwinden
die partiellen Ableitungen in Umfangsrichtung. Werden auBerdem die
Querkraft q* und die Drillmomente m12, n®! zu Null, dann verbleiben



i L
42.1 +-:—-E (ZYI +V\4) +'1/.w = ~
n [

-+ — 14 12

3 +31g -3 =k v N1 £ 4g? =0
A 5 vk

N bl 4 k]

m'ﬂ+i-LMq‘Y \MZ‘L"Q}I1 =0 .
Y Y

Statt der Ableitungskennzeichnung (},, kann darin noch 1-() geschrieben
werden,

Die Verzerrungstensorkomponenten der technischen Schalentheorie sind
nach (4.86)

Ty S (5 (on BRI Wep )
= 'fL:— ( hlp + Vplu - Zbaup Wy + A@ (Nu]p. + W[&lu))
Yus ™ Tl: =0 L]

Hierin die einzelnen Ausdriicke eingesetzt erhalten wir

Tap = 5 [vop vy e ¥ Vo m2bupta

4.42850)
+19(Wu'p A Vzp+w‘,.|u)] { 28a
Als Vertridglichkeitsbedingung liegt (4.87) vor in der Form
{ L¥ A
Wy = "(“’:,u. + b:, Vp) . 125%)

Das Uberfiihren auf physikalische Komponenten gemiB (4.104) und

weiter auf technische GréBen ergibt, wenn M,=wm" gesetzt wird und
da = Ld8%,

k3
- 2 L 1 =it /g Tk o Wit N =v.,2‘_£h.,,_
Ny=n*= n"",Ny=h "\"T"‘r_z/;fz : It 3 Nag=n7=2
»u i .
Q=¢4=Wq‘4 _ ‘4__%’ 1 - .}:3=2 3 - oz v =2
AT Sk i S TE lpr= P == B

[®

Damit lautet das Gleichungssystem fiir das Gleichgewicht (vgl. [Worch,
1968, S. 330]und beachte, # wirkt in  -Richtung bzw. fiir Innen-
druck ist ¢ =-1p.: anzusetzen)



Y =
Langs G2+ ¥ Na = ¥ N> e S
Rot. Scwale
“l 1 ey

& Y“ — _L .....4...:..!...1_ + = .
worwmal d—% + @ T N, + Y Ny ¥ ¥ 2 vot.syww, Bel.

dMy 4 Xy gy - Q& =40

d 4 v A\ (&a27]

]
Torsian %E‘].e_-l". +'t':“ (Na:‘- et N,p,,) + 4. Y
a

wobel noch gesetzt werden kann gem#dB Bild 4.13 und Glg. (4.114)

-" 4
Ve {1428}
In Glg. (4.127) ist p laut Definition (Bild 4.12) nach innen positiv
gerichtet.

T e
R, =

T

A-v

)
vda =R deg, ¢ - 4r = (021) 4

T da

A
Sive y ﬂ4

Mit den technischen Bezeichnungen lautet der Zusammenhang zwischen

Spannungen und Krdften bzw. Momenten in den Beziehungen (4.92), wenn
als Identitaten

’1—-6,2—*-.&- tnd 'E'M""B-g -,‘Edz""rtq.a-

gesetzt werden und die Glgn. (4.104) beriicksichtigt werden

3 th
z 1 33
3 - 3
N, =/ B(4-2)dw®  , Ny = [ B {1-2)dy
..'f[l E?- 4] )
A z{-;z. ;
o 3
yo\ 4.3 ; 2
Nq:,=/rtn.)(4"a;) ) 9 M}Q = jfca,)(/l'_-g:)dli
4 4 \
Iu lat& (& 1290
) ’ l:gs-. 301 ’ 1 1 400
S A E S EE R A A RS P
4,+h e

Q4=/"t’49(4 "g"i}d"f *
A, )
An dieser Stelle wdre noch anzumerken, daf bei dem rechtshindigen
KOS von Bild k.4 der Vektor der physikalischen Schnittgrifie Ms
in Richtung der 2= > -Achse zeigt, der Vektor My entgegengesetzt zur
A= 4 ~-Achse weist. Beim linksh@ndigen KOS ist es gerade umgekehrt,

Es werden in der Schalentheorie auch hdufig linkshindige Koordinaten-
systeme verwendet, wobei bei den Momenten manchmal eine zusdtzliche,
nicht notwendige Vorzeichendefinition eingefiihrt wird, z.B. wie in
Bild 4.14, daB das Moment dann positiv genannt wird, wenn es an der
Innenseite der Schale Zugspannungen hervorruft. Diese Momente haben
dann mnatiirlich andere Richtungen als die zum gewdhlten KOS zugehdrigen
tensoriellen bzw,., physikalischen Schnittmomente.

RYRA



Das in [Worch, 19687 vorzufindende Beispiel entspricht dem Vorge-
nannten. Bei ihm lauten die Spannungs—SchnitthPBen—Beziehungen
+ih

-*Iz
z - I 2
N, = &, (4+ -é—z)(—ol'a) » Ny o= 5-'3,(4\»?{- ) de
+Hp -th d
t tf,
,
N,g = ‘t,,,a('\-* %)d* 1 Ng, = /'cq’}(fl-e-z' )Oli
Y : -t/ “a (teazae]
> 4’! "-'l]_ I
’f + £ )id f E
M, =)/ 6y [2+ g Jedr L, =10 By A+ 2 Jzde
-1 o R4
TS -tl
Q, =1/T (4+ L Ik
Z
wenn -3 g i und + 14,  in (4,129 a) an der

Schaleninnenseite war und nun auBen ist (zweiter Vorzeichenwechsgel),
Das positive Vorzeichen vor dem Kriimmungsterm kann ebenso ermittelt
werden wie in Glg. (4.122). Ohne die spezielle Vorzeichendefinition
wdaren die eingeklammerten Minuszeichen nicht vorhanden.

Zur Verdeutlichung der SchnittgroBen-Spannungs~Zusammenhinge soll
hier am Beispiel von M, auf die vertraute Gleichung der Festigkeits-~
lehre iibergeleitet werden. Unter Annahme einer linearen Spannungs-
verteilung iiber der Schalendicke

b,

Rowd
t/z

erhalten wir bei Vernachlissigung des Krimmungsgliedes und Verwendung
des Widerstandsmomentes W als Abklirzung

®, () =

Ty

t/,
3 B 2
M’3=(—)/G’Qqnd Iroli ='—€-und.—z_ =_G-Rmnl(w'
-t/

Umgekehrt schreiben wir

M.,
G-'znhd - W U

was bedeutet, daB bei einem positiven Moment eine negative Rand-
spannung an der Oberseite der Schale vorliegt.

Fir die Verschiebungen und Verzerrungen sind nach (4.106) angebbar

< X

L
Y

¥ -
-‘I-‘_‘L---.--.\Jf.‘.—_\l,1 ,..E_._._z, bV, =V, W= Wy =Wy
E] vy 5
Wy =W, L) _lf:_ W (& 430)
e -3
-3 - Ag =% AL Jy AT
Eﬁg" T« - ’[j;- 321'”0" a2 "'[:i"""-_.‘ﬁz. I e.)ﬂ"' 'ng “TT ¥ Y2z



Die Ausfithrung der Summation in Glg. (4.124) liefert
el
Too= 5 [2V,4 ~ 2B, w, +26 2w, ]
-~z
Yz = % [V«,t "sz rl:z * Ve +1®(N"ﬂ — 2w, r:z +w?-.1 ]

= ) )
Vo= S[2v.-2nll, —2b,w +20(ew,, -2w, ML) ] .

Nach Einsetzen der physikalischen GroBen in die Verzerrungsgleichungen
findet man somit

-7

L i"l« = -L?-{\‘I‘l,ﬂ "b'm\jua SN0 ;J ]

L ¥
Ll

und weiter

¥ E 4
i~y V. Lr e “ OwWa
%4."—' [L?()_': * A-y'? Wy +10L [P —!
b L [V ) x v } * Jy tX:
2% = .:_[%-Zr Vv, + Vz@—: +~r%—'f= +k®(%“"‘ —arby v W 5E .ai'z)

- y .
%zz = %[Q%_ o O % 4—{”-:,3 +26 (L 3%-\»'?"_(_“’4)] -

Bevor hier die technischen GroBlen eingefithrt werden, miissen wegen der

Elimination der w, die Vertridglichkeitsbedingungen bereitgestellt
werden (4.87)

— e L/ »
e - (g ann) - TE - g
»*
Phoo 3 o) - (35 e )

Das bedeutet eine Reduktion auf drei Unbekannte in den Formdnderungs-
beziehungen

R ¢ x P IR
LS - L w, — Wy _Y 0 r r v,
LEY ERRY T w, —28 ( YR yy ("\l"-fw )" A D4 \L]
Yoo I,_ @L . 'b‘ N 'y U T (ow
2 ¥ ‘f’L'BS‘ v, +v V2 +19(%% +Y‘-{'{‘—_(%ﬂ+\’1 v“ﬂ,-v%%(%d't-«“%)ﬂ
4o ::LL DVL +f J _-._Li W = M It -
F‘L! Y L,a'a_\ +T NV, - 4"'(1 W3 “le(va (ﬁ% 1 rl %{L + ‘(‘a?)bia - 'QA_Y;‘T \}4)) ‘ v



Bel rotationssymmetrischer Belastung verbleiben schlieflich (af{)j 40 ¢

18L =y ) und bei Vernachldssigung htherer Ordnungen T_I*Iurakami/
Suzuki |
¥ du A 2 d b dw -
f10 T T =(K,‘dq _E\ X quq(?q T Cra
. w taton " [ CO'{D"‘? U 4 __.._ﬂ'w g (l Asa )
E'a\g T?.?. - ( g:--!-u RL ) Lj RZ (Rd Cq (f, 1‘ .

=27, =[=£esd dv 1 Eﬂ\[-r_LfM .
T‘\Qe 2‘—64!. ( Y vk qu?) + Li ( RL R4dtf R ))

Sind keine Scherkriafte da, so wird noch Vv =Y,5 =9

Gehen wir auch hier auf das K0S A=+,2=3 2=2--u* iiber, so erhalten
wir analog wie in [ Worch], S. 363,und Bild 4.14 bzw. | Fliigge], S. 71

du W d u dw '
= | o— 4 —— = ——— = =
% (R-\d‘f R.\) et R de (R,‘ R“d?\ E,* Z( 7'3]
= |y, otony wlong (b _ dw ) cy
R (R.Z'H' R, ) AT (124 quq] s 22y 4 1310

- : d v
.61‘3"'}_-:- L “{-:i'f v+ Rf:‘f) i }(\’ Rq—dq(?‘—t)- V C.T‘:?;) =-(f.,.‘i~ t1 (-yfl-)‘)

mit -x,= 3% ynd -z, =tenFly) nach Bild 4.14.
R, dy 3

”

4.4.2 Zylinderschale

Bei der Zylinderschale liegt als Ortsvektor vor (vgl. (4.108))

3

L& (09 = %, A
(4122
= H,R, Cosd + N, R, Ssnnd + Ny

mit den krummlinigen Koordinaten
3

o-f 2 07 =3 , (&=F)

wobei die L=L"=R, gesetzt werden konnen.
Vereinfacht gegeniiber der allgemeinen Rotationsschale ergeben sich

o4 _ 9% : R
111 = a@“ = M, 3 'tx,_ = W =-(— 1, s 4+ ", C-OS:S‘):,:
und My By My (v 433)
A, % A N o
o, = 1 . _ 1-sind cosy zo =~ M, s> -~ Ny sind
0L, % Ayl | sin?> +cos® |
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Als Metriktensoren finden wir mit o 2 lox# ' =

SRR P IR R V)

Die Kriimmungstensoren werden aus den Ableitungen der Basisvektoren
ermittelt zu (mit b, = ;o Bspued bl=b o)

O 0\‘ ) {b“')= (0 D"'.I
(o) q) ! f 0 4;

Wie man an a4, = b12 = 0 erkennt, stellen die krummlinigen Koor-
dinaten E-,D’ Krimmungsiinien dar.
Die mlttlere und die GauBsche EKriimmung betrdgen

(b,0)

2H = bl = 1 ) K = det(b¥ ) 0 (9- pnrabol.l(r;mmungx,
und infolge Glgn. (4.114) die Hauptkriimmungen
R" = L:' = O LY ?. = —L“— = R
b7
Es 148t sich weiter nachweisen, daB alle Christoffelaymbole gleich
Null sind.
Auch hier ist filr die gewickelte Verbundschale von Interesge, welche

Linien auf der Zylinderoberfliche geoditisch sind. Da die BV =0
verbleiben die Differentialgleichungen

mhr
i
o
T
-1
"N
¥
0
o

Wenn man ein Bogenelement s auf der Erzeugenden o betrachtet, so ist
dort ~ = const., also > = 0 erfiilllt, Fiir die Ebene o = const. ist
die erste Gleichung erfiillt. Wird nun aber ein Bogenelement in be-
liebiger Schraubenwicklungsrichtung betrachtet, 'so ist

ds = ds 7] dar

cosol T gins

-

Eingesetzt in die obigen Differentialgleichungen ergibt das

4 d (day_ 4 d _ d [da d_(sine) _
®, o Eé.")'—__(mw)‘o’ w(5%) = &(5) - o.
Daraus folgt, wenn liEngs der Bogenlinge s gilt

cost = comst, baw. Sinw = Const (L 134]

daB der Faden unter einem beliebigen, aber iiber der Zylinderlinge
konstanten Wickelwinkel und auf geoddtischen Linien abgelegt ist.
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Infolge des Verschwindens der Christoffelsymbole vereinfachen sich
die Gleichgewichtsbedingungen der allgemeinen Roftationsschale zu

n%? = Lifa=iry * = 0
e b q ¥ Zylinder unter
qﬂm + n* b,, + 1_33 = 0 ollg. Belastuwg (L1138 o.)
(T.8.)
<t P q'q = ?

und es verbleiben dann als einzelne Gleichungen

a 24 4

LM Bl P = B0

n‘ll,1 + nl‘l,‘ 3+ ?‘l s 0

g%, + g% +nTh, + P = 0 (4.435b)
mY, + W, - qq S0

‘;’ﬂu * m, gl = 1O -

Hierin verschwinden bei Beschrinkung auf rotationssymmetrische
Belastung die partiellen Ableitungen in 2-Richtung. Wenn weiterhin
g" entfsllt, so verbleiben (auch fiir Torsion)

n™ + 4

ra o

Iy
+
V-

W
O

(4.436)
- q_"‘ =0 .

Die technischen Gleichungen fiir die Zylinderschale ergeben sich

direkt aus den Beziehungen (4.127) und (4.131), wenn v'=v"=0
gesetzt wird, zu

dN.
d: thy =0

da p Eylindaer unter
*aT -+ R—N,@ 4 £ = O

y Y‘a‘tQHOkSE%MM.

(%137}

d M, - Q = 0 Belastuug tuki.
ols z Torsiow
dNad> —
+ = 0
ds L

- und (vgl. [Worch], S. 289; [Whitney, 1971]; [ Hsu/Wang|und [Fliigge],
S. 139 fiir beide KOS,

fop = B2 - A(9%) o (G5

E>g = ‘_ﬁw: (14.438)
~d , &
'&»0=3—i+‘53(ﬁ) = (%*%(d—ﬂ)'



Wird der Zusammenhang zwischen Spannungen und SchnittgréBen verlangt,
80 braucht in Glg. (4.129) nur R1 = o0 und R2 = Rz eingesetzt werden.
Beli Vernachlédssigung der Kriimmungsglieder sind die Beziehungen bei
der Zylinderschale mit denen der allgemeinen Rotationsschale iden-
tisch. Im iibrigen wird N,s dann gleich Ns, .

4.5 Ebene Flichentriger

4.5.1 Gekoppeltes Platten- Scheibenproblem

Eine weitere Vereinfachung in der zweidimensionalen Theorie stellt
der Ubergang zum ebenen Flichentriger dar. Vereinfacht gegeniiber
Gleichung (4.108) kann jetzt angesetzt werden (L=1)

4“(@4.01‘03) = E(G‘,@") W Gs'ﬁ.; 3 (H-_"IE,Q)

wobeil u, einen konstanten Einheitsvektor darstellt. Wie zuvor wird

gewdhlt 3

32 :.I.é. =-{:—" .
f*=0 = Pt = t
Die Basisvektoren des Schalenraumes sind mit ™, = A,

3
q_‘=41.,‘ 3 ”E:’az 74’&3-4"-;""-

Als Metrikkomponenten liegen vor

Gup = Qup 5, Qua= 0 G, =1

qu0=au# ) q“"-o )qu=1
und Vg = Va' .
Von Kull verschieden sind die Christoffel-Symhole zur Bestimmung
von o,a=[l @, Dbzw. 0%,=-[] =", also beziiglich der Mittel-
ebene

[v3 4 o A -
T =707 (0 +ang, Ope,n) .

Da keine Kriimmung vorhanden ist, sind (R,=R,=0c0)

byy = H =W =0 (4.A40)

Nach Streichung der Kriimmungsglieder in (4.99) kommen wir zu den
Gleichgewichtsbedingungen des allgemeinen Platten-Scheibenproblems

n“s|, + 4% = o
Allgewreives
v +p = o (4.4141)
LY - Plattewn - Scheibeviproblew .
"ﬂ“'lu_ - q’! = 0O



Die Verzerrungstensorkomponenten lauten nach Gleichung (4.

(Vula + Vel i26(walp + wald),

125)

o‘
Tua = 3
4 14
= 3 (Ve Vee = 29 T+ 20 (W + w0~ 2y T8) o
Tz = ¥33 =9
Als Vertrdglichkeitsbedingung verbleibt
Wd‘ =_W;l_,cx !"‘-./""P&:'
Fall 1: Schiefe Koordinaten
Hier lautet der Ortsvektor zur Mittelflidche
(076" = 1, ¥ 4 x?
: (4 Auy)
=1 (x+ysw]) +n, Ysinw.
mit den geradlinigen, hier nicht normierten Koordinaten
8" =x , @' =y, (O%=y¥/).
Die kovariante Basis ist
™ (1 .
Als Metriktensoren liegen vor
1 —toseo
1 ot o s R g} _ (R A Cintw )
(aaﬂ:] =(msw 1 )'} SIS G (Oc ) -ootg,m ___’_‘1
Gl Siutw

Die kontravariante Basig heif3t

A = m,~-m, cotmew mt =, /s-iwco .

Alle Christoffel-Symbole sind Null, da die Ableitungen des Metrik-

tensors verschwinden, _
Beim Ubergang auf physikalische Komponenten gilt

My =-r:1"=1,‘—/;1‘4—1-; mT oy My, = m® -L/;‘ntm m* 4 M
Qx_a-q =V4/:Tzwq’1 , Qy - E}z =-T»1/:T'ql
[ A CIE I M S I

kL]

kL |

y~m

Pz



¥
¥ ||'—— = =
u = V4 = q"/simtm V_‘ 9 v = VZ = 4/5;#&'0 V-,_ ? W = Ws i w3
v o ~ tEg
W, = Teidte w, s W= VTeido Wy
» ! x ==t t,, =
Taw ° Tt M 3 Yo, > Tleo T ) T = S T

Damit wird aus Glg. (4.141) (vgl. |[Worch], S. 256) unter Beachtung
der Vorzeichen nach Bild 4.15

A _ ON«x 4 aN —
Sivo  Ox +§?§o—'-97u- 7y S el O
4 DNy _‘__'_(__'DN:( + Py = 0 ebwa.v’sdnie.q«.v'
Siww Dx Siuo Dy ?Lachz.u-ivaag,v
A 9Qx A28y =
Simen DX +siw¢u Dy + it c (Lr )
Aug
oMy OMyy .- -
xSy Gx = O
OMxy + oMy - Q =0
[} y 4

Wir koénnen diese DGLn noch weiter vereinfachen, da *+% =x%' und

R1 = R2 = o0 sgind, so daB Nx = N und Mxy = M__ werden, Die

N yx JyX
Forménderungsbeziehungen sind, wenn 2168 =?

. 14 (Bu _ 3.\ _ 4?3,

V., © E"‘@ = Simw(ﬁ Y W‘l) =& - sin 9y

L A 3%) e 'fli:.. (& A46a)

¥z = fuq Sdwied \0y Oy T Siwme Dy

W

LI A (B By 372N 4 2we,

T = ‘6‘"39 T Sdvite ('DH + % K {bg + Ox ])
und aus der Vertridglichkeitsbedingung folgt

Yoo oA dw N,o= 24 3w (4 b6k

7T Sww DX R Tl v T4y !

Fall 2: Kartesische Koordinaten

In diesem Fall ist in den vorgenannten Gleichungen nur &iww=4 zu
gsetzen,und es vereinfachen sich die Spannungs-SchnittgrtBen-Bezieh-

ungen zu (bei ebenen Schalen wird allgemein die Koordinate z wie 1y
gerichtet angenommen, z=y> )

th i

Ny = [ 6y’ 1 Ny = ST dyt 0 Ny s S0y
-7 )

[

~

g



2 N2 = e : 2907
My = j’ G Y dy v My = j “x-;,‘i"‘i My = By Ay
/
_.'Lfa -"-]2_ fl‘z,
</ Efz
f 3 'F r d 1
Q)( = j Q’xe Oh;(‘ . C)g: = ; ('Bn 'j
-.'!"’L . /2

Fall 3: Zylinderkoordinaten

Der Ortsvektor heiBt hier

& m M XY+ X = N, 08 +n, Y siaD (4.448)

Als krummlinige Koordinaten werden verwendet (Bild 4,15)
®4 =Y 7 61 =I3' -
Das liefert die kovariante Basis
o= 2% o s )+ sind, e M, CEed N, ¢ s

und die Metriktensoren

4 0 - ~ 1 o]
(a““)=(o -r") i (qﬂ)_(o ’K_z)

Weil in den Metriktensoren nur r vorkommt,kénnen auch nur Ableitungen

nach r vorkommen. Das bedeutet, daB nur drei Christoffel-Symbole zu
berechnen sind

Fa = % Q“("qu,..) = - -1— T = - r,
M, =2 a( Q) = T5, = ia-%zr= —:-
Die Gleichgewichtsbedingungen heiBen
L A L L + T‘ = o
nt, o4 r-:.'nﬂ " ““n +2‘|—.:‘I 1t + ?:. = 0
4t * &+ TL g N
m«H . mz-nn + qu m" + r‘:,_ it ~ qa _ o
I T T L A ST Lo B



Bei Beschrédnkung auf rotationssymmetrische Belastung

n41,4 +1/‘, nq'l — & nn. 1 104 - o

1 4 4 1 . :
Vm SATG SanE < (4.4u8)
m,  Hfewm™ - Twi - gt L

4 A2

h 1 .+'$'_ = D -

Der Ubergang auf technische GréBen fiihrt zu

. ¥y Y LS ¥ 11 'ﬂ =N
nil :‘_\_ W= N, , N “‘i'_'o\/,:. n = Ny, N _44/”. v

ﬂ," = 1.m" = My ) m?t o= i = M,

5'4 =__v%; qq = Q, \

FooT e omee , $T = m

Veor Vv, su o, Y =AY, =V, Ry s, =W

w, - N7 w, y W, =V w,

';'14 =N .. = € 3 Tl ,-\{:—‘ﬂr.:_ Tz "’%Tr-.),,%u ="'3?.Tu. = E.-a-B ,

und weiter zu den Gleichgewichtsbedingungen ({Worch], S. 207, dort
aber linkshédndiges KOS)

dMNy A _ 2w -
e + v Ny Y o +¥. = 0
dQ 4 = 0
+ — Q. +/‘a

dv v (&4 450)
dM A S =

dv'{ T3 ™. v Mo - Q. ©
—“N* + L— Mr.) = O

dy r ;

und den Verzerrungs- und Vertridglichkeitsbeziehungen
E _ éi + 53 d\:’ = £ + 53 dl:'lq
fa dy 3& ¥ oy
% w
u 3 Wa - _——
Eog =% T Y T T En+ YWy
N {4 ~51)
dv \J 3 d:’t _L"_fb) Falls Tovtiew

rr;re T3v v Fr 0y Ld e vovhauda .

x dw x A dw )

w“ = - a—; 3 (Nz_ == 3 ) »
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Die Beziehungen zwischen den Spannungen und den Schnittgrofen sind

tiy th t,
N‘. = /G". d‘33 y N = /'C‘._’, dlj -N".‘, b} NJ‘ = /5:3., d"]
..th_ =t/ -.*l:/r_ s
. o, " (4 452,
343
/F y*d ] My = fg,:r g dy ? Qy = /“trc«ad':l:ll
4, -+, A

4 .5 .2 SChEibe

Fiir geradlinig und kreisftrmig begrenzte Scheiben sollen die Formeln
direkt aus den vorstehenden Gleichungen{4.139),(4.144)etc. abgeleitet
werden. Die Entkopplung von Belastungen in der Ebene und normal zur
Ebene liefert fiir die Schiefe Scheibe (vgl. | Worch, 1964], S. 324

und [Woreh , 1967]) , 4y
X 4 'Dglxr -
. s\ Ox + S y + P =00 (4 157)
A2
A E!N"S A aN! . -
s Dx * L) 'al/ b ?Y st
£ = = 1 ?..5’..‘_ e - ! © A4
“® Ex Siview 0% y) E)’O E‘I T oSuw ‘%y :
4. A54]
K‘,yez rxr_ g..,.h, (EL .:()_!L_\'i
und die Kreisscheibe 2\‘\;& + %(Nr""#) + 4, = O (tagz)
E = E‘_‘l_ £ = ._f.|_
Y de ? ar ¢ AR
—(\'0 = 0'. .
4-5-3 Platte
Bei Belastungen normal zur Ebene verbleiben}Schiefe Platte,
A 0 Qx 4 Qo I
Swita Tx o St ?iry TP =0
QMx -+ ri_hm— -, = P 1Y
DX cy :
Ly + 'Trn?‘f-— y 7.

I~
]
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ljs 0w 2 '53 t
= - s e~ S T
Exe simlco Ly 2 9 Ya Lo D YZ

® Siwdew Ox i.J\!

Der Sonderfall der rechteckigen Platte wird mit sinco =4 erhalten.

Kreisplatte

dQv 4 =
de - T 7O + ¥ B
(4.150)
dM 1 . = -
TG+ ~Me-my) e, = ¢
und
d 2 dw
fo = -4 G 9 Ere=- A0
(& .160)
T\')@: o .

4.6 Mehrschichtige Flichentriger

4,6,1 Allgemeines

Zur Ermittlung der Spannungen und Verformungnin den Schichten von
Verbundkérpern wird die sogenannte "Kontinuumstheorie" herangezogen,
Sie beriicksichtigt im Gegensatz zur spdter beschriebenen "Netztheorie"
das Mittragen des Harzes. Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Theorie
findet manp bei Puck, 1967, und Wiedemann.

Die Grundlagen der "Kontinuumstheorie" der Faserverbundtheoretiker
sind mnatiirlich dieselben wie in der Kontinuumstheorie des Elasti-
zitdtstheoretikers. Das Wort Kontinuumstheorie wird jedoch von Ver=-
bundtheoretikern einschrinkend fiir zweidimensionale, mehrschichtige
Kontinua verwendet, wie dimnwandige Schalen, Scheiben und Platten.

Die "Kontinuumstheorie" wird bei der Berechnung von"Mehrschichten-
verbunden" zur Ermittlung von Spannungen und Verformunsen unterhalb
der RiBbildungsgrenze herangezogen. Als Gedankenmodell fiir das
wirkliche Laminat benutzt man dabei einen Verbund aus einzelnen,
homogen gedachten Schichten, die entweder quasiisotrop bzw. isotrop
(Matten, reine Harzschichten) oder orthotrop (Roving, Gelege, Gewebe)
sind. Fasern in gleicher Richtung werden fiir die Berechnung zu einer
gesonderten, unidirektionalen (UD=-)3chicht zusammengefaBt, Wie die
Spannungen in einer dreidimensionalen UD-Schicht bezeichnet werden,
zeigt Bild 4.16.
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Bevor die Gleichgewichtsbedingungen und die Verzerrungsbeziehungen
fir verschiedene mehrschichtige Tragkonstruktionen angeschrieben
werden, miissen noch einige spezifische GrioBen des Faserverbundes
definiert werden. Das kann vereinfacht am Beispiel des ebenen Mehr-
schichtenverbundes geschehen.

Wie aus Bild 4.17 ersichtlich ist, setzt sich die abene Beanspruch-
ung einer UD-Schicht im allgemeinen aus drei auf die natiirlichen
Achsen bezogenen Schicht-Mittelspannunzen zusammen. Es sind das die
zur Faserrichtung parallele Lingsbeanspruchung &, , die zur Faser-
richtung senkrecht wirkende Querbeanspruchung G, und die Schub-
spannung T, . Sie sind mittlere Spannungen der heterogenen Einzel-
schichten und somit auf die Gesamtwandstirke der Schicht bezogen.
Es konnen deshalb mikroskopisch gesehen von Ort zu Ort andere Werte
vorliegen. Da die UD-Schich%Tbeliebig ausgerichtet sind, miissen
ihre Spannungen auf das Hauptachsensystem des Bauteils transformiert
werden (Bild 4.18).

Un nun den Spannungsvektor im Hauptachsensystem zu erhalten

T ,
{6} = (s & y Tar)y (4 101)

&
muf er gemif
. (4162
iber die Transformationsmatrix
o8t slnle Sinw 2o
ITE] = Sin" o cos®et - Sivegs 4 AL3)
- % Sivi ol 4-2 Siv 2 cos%o ~ 51“7-&,_
aus dem Spannungsvektor der UD-Schicht ermittelt werden
T
{Gun}&- = (B'II s S I 't#)&.' 4 AGu)
Fir die Dehnungen gelten analog
{E}&. = [T ‘{_Eun}k (L ,ALE)
€os®ec Siu o % sin 2o
[TE_] = Sin" o Cos x - % St 2.0¢ (4 166]
—Sinio Sivauw s = Sinix
T .
{L'I-lb}h= (.E'" 1E_|_ ')T*.) N (446‘}}
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Die Zusammenhénge zwischen den Transformationsmatrizen werden dabei

durch ) .
T = (27 RO e S ) = 0 [T (4,20

dargestellt.

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen sei hier noch einmal wiederholt:
Die Kontinuumstheorie ist iiberall dort anzuwenden, wo ohne Mitwirkung
der Matrix ein Gleichgewicht zwischen HuBeren und inneren Krdaften

nicht méglich oder eine Dimensionierung auf RiBfbildung notwendig ist.

4.6,2 Rotationsschale unter rotationssymmetrischer Belastung

Fir die Gesamtschale gelten bei Mehrschichtenverbunden wieder die
Gleichgewichtsbedingungen (4.127), nur daB iiblicherweise von der
Koordinate s auf ¢ tibergegangen wird (Q = Qy, [Rabichl, S. 1027
und 1041. Achtgeben auf die andere Definition der Momente) Bild 4.19

(langs) %\i&% + %_EL(N.,—N,,) - %: +%, =0
(normal) :?Aq-a-u:# G.+—E—:—+%‘i + =0 |
(traen
gnﬁ + 55 (Mo My - G =0
(Torsienr) i;;%;? + 827 (th.) +N>y) +4» =0.

In den vorstehenden Gleichungen verschwinden bei reinem Innendruck
( # ist dann-p; ) die GréBen 4+ und s » wihrend bei Fliehkraft
nur <4y herausfdllt und py nebst py, die Fliehkraftkomponenten
beinhalten. Es gilt weiter, daB mit Pr= 0 die Torsions-Gleichung
fir jede Einzelschicht ihre Funktion behdlt, wohingegen sie bei
homogenen Schalen direkt weggelassen werden kann.

Ohne Vernachlidssigung der Kriimmungsanteile t/lr, undz/p, setzen sich
die SchnittgréBen folgendermaSen aus den Schichtanteilen Zusammen
(gegeniiber Glg. (4.129 b) sind nun die Momente durch das rechts-
héndige K0S und ohne sonstige Definitionen festgelegt)

‘f.fz J‘Iz
Nq=/%(1+§}d1 y Ny = G:w(’”f\"’l?
2 +Y °
-t 4 “on
“y, Tt .
-1z, s -t

'[' lfaa" = 'c"a,lf



My

"

/E,,('H%)ad% 5 My = /ET,} \4+—§-)%dt )
z 1

{4 43 0al

u

Qy /'K:PE('H-g—)di.

2
Die vorstehenden Gleichungen beinhalten Spannunzen, die in den
einzelnen Schichten auftreten. AuBerdem sind darin Kriimmungsterme
%le. 2%k, einer Bezugsfliche zu finden, fiir die im allgemeinen die
Mittelfléiche gewdhlt wird. Die Schubkrdfte MNys» My, verschwinden bei
Rotationssymmetrie und falls 4y = O iiber dem Laminat, wdhrend zwischen
den einzelnen UD-Schichten ein Eigenspannungszustand zwischen den
Schicht-Anteilen besteht.

Aus Herstellungsgriinden sollten Faserverbundschalen relativ diinn

sein. Es entfallen dann die Krimmungsterme und infolgedessen wird

Mit den Annahmen:
1. Die Faserverbundschale ist schwach gekrimmt (5 ) i- 5% )
I 2

2. Die Faserverbundschale ist diinn %:.% werden kleiner)
L] %

3. Die Faserverbundschale besteht aus vielen sehr diinnen Schichten
(kein Sandwich)
ergibt sich:

- Alle Spannungen diirfen als konstant iiber der Schichtdicke
angenommen werden;

- es kann das Integral in (4.170 a) gezogen werden;

- die SchnittgriBen setzen sich aus den Schichtanteilen

Zusammell,

Es lassen sich dann die obigen Gleichungen vereinfacht schreiben
(bzgl. h, s. Bild 4.14)

=
* - b (L4170b)
(N-‘.)M{) = /G-‘i(q!a)dz ST /G: (4)?)“""
-*/.4 ‘&:'1 4{
& t!;..,g \ode =T A
Infolge 6, = const. bzw. fiir diinne Schichten kann man direkt inte-

grieren und die Schichtstzrken t, einfiihren.
Somit werden fiir n Schichten (entsprechend Bild 4.17)
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4
i
A
A
-
kl'i"
o
L
1]
l‘\“-’
o
H—
fod

t=:| ket K
. n, (4 470-)
Nez= & Tes t, = Nao s Qo = © Toa, t,

h v

i?a G-?"'%({‘:t-{":-n) U M‘&’ 4;:.54 G’D“% ({1:_2‘:4) H

wobei tk die Einzelschichtdicken und + die Gesamtdicke des Verbundes
darstellen. Die Gleichunzen (4.170 ¢) gelten natiirlich nach Wegfallen
der Kriimmungen auch fiir den ebenen, mehrschichtigen Fliachentréiger,
Pir die Verzerrungen sind die Glgn. (4.131) magebend. Ist auBerdem
kXeine Torsion vorhanden, so werden Ny» = O und v = o, Die Scherkrifte
ngk verschwinden dadurch jedoch nicht, da sie immer noch einen
Eigenspannungszustand bilden konnen (s. auch [Reuter]).

Es gilt somit, wenn!uhﬁ undu/&1vergleichsweiae klein sind analog
(4.131 a)

=<
5
0

d ‘ -4 (44w ' -
{Ea}-— 4+ 7 = +7
W cotong +w cotaw (dw) { (4 431a)
L
= {e} +2 {-I}
bzw, in Laminatbeschreibungsweise
{E - {E} ﬂ-E&iﬁEﬁL{-a} [Barwoulls) . (4 a11b)
11 z

In der Theorie von Mehrschichtenverbunden ist die Matrizen-Schreib-
weise besonders angebracht, weil im allgemeinen numerische Rechen-
verfahren bei Lésung der Verbund-Probleme herangezogen werden miissen.
Bei der Anwendung dieser Verfahren werden Matrizenmultiplikation-
und Inversionsprogramme benutzt, die praktisch iiberall vorliegen.,

4,6.3 Zylinderschale

Wenn auch hier angenommen wird, daB die Kriimmungsglieder klein gegen
1 sind, dann konnen statt der Glg. (4.170 a) mit R, =oco die Glg.
(4.170 c¢) verwendet werden.

Bezliglich der Gleichgewichtsbedingungen und Forménderungsbeziehunzen
siehe Abschnitt 4.4.2, die Glg. (4.137) und (4.138).



4,6.4 Gekoppeltes Platten-Scheibenproblem der rechteckigen Plattie

Die Gleichgewichtsbedingungen sind bei dieser Struktur mit sin

in den Glgn. (4.145) enthalten,

Als Spannungs-Schnittgrtifenbezeichnungen liegen (e‘& in Richtung y°
positiv gemessen) wie zuvor als

n

Sl Ay Ot 0 Ny =§463a+b 1 Ny E:d Ty te o
n "
Qy = E,\T“ﬁ* Lok =Ea Tya, Yo o
- A 2 i A t oL
My = E,‘Gﬂ&'{(t‘a' Ll--\) , My = E,‘F‘:&'E(%&"R“L_A)

vor.
Als Forminderungsbeziehungen verbleiben entsprechend (4.146) und

Bild 44419 und 4’ = 16

( 2 - A

AN i N I LA RN EN
{Esl=<iﬂa=*%§- 3(—3;) - E'jr"'ﬂa _Xar -

\Y’“ﬂa‘ \,-rg—; + g—: - ‘53(-2 "él:%&—) '6‘.1 l_xx‘j ]

Falls innere Schichten aus einem Material mit duBerst kleinem Schub-
modul bestehen, gilt die Kirchhoffsche Plattentheorie nicht mehr,
Thre Giiltigkeit war auf relativ diinne Verbundplatten bheschrinkt. Der
sogenannte Freie-Rand-Effekt [Whitney, 1972] kann mit ihr micht
erfaBt werden [Pipes/Pagéno} 1970]. '

Um eine genaue Berechnung durchfiihren zu konnen, muf man deshalb

von den Beziehungen der dicken Platte (&, = 0) ausgehen. Wir bendti-
gen hier nur die Formdnderungsbeziehungen, mit denen wir in Kapitel 5

den SchubeinfluB erfassen werden (s. auch [ Mawenya/Davies]):

W (E ) R )
{Euk ={Tup | = 13—‘; + %—:T —y* (- f‘;;“ - ?O‘L Y CREE)

Tee oy, 0

Wl o) Lo




4,6,5 Scheibe

Bei der symmetrisch aufgebauten Scheibe entfallen die Beziehungen
fiir Querkraft und Biegemomente in den Glgn. (4.170 c). In allen
Formeln konnen auBlerdem die Kriimmungsglieder, da z/kq::z/kzz44
vernachléssigt werden.

Im allgemeinen wird bei der Scheibe auf die iiblicherweise durch ein
Dach gekennzeichneten Laminat-Mittelspannungen iibergegangen, wobei

es gweckm#Big ist, die Matrizenschreibweise zu benutzen.
x

f %4 M"/f %q
: S .3 hlg - ¢ i g) (L3
(&) ={ &) =4 N/ Z 3 > =BT UL A%4)
\ C uabh T %

Der Spannungsvektor {&} setzt sich aus den Schichtanteilen multi~
pliziert mit den Schichtdickenverhdltnissen t, /¢t zusammen.

Die vorstehende Darstellungsart ergibt sich ebenso fiir die Schalen,
wenn nur die Membrankrdfte iibrig bleiben und ein symmetrischer
Laminataufbau vorliegt. Ein unsymmetrischer Aufbau fithrt, wie noch
gezeigt werden wird, auch bei reiner Membranbeanspruchung zur Ver-
biegung der Schale!

Als Gleichgewichtsbedingungen und Formédnderungsbeziehungen gelten

die entsprechenden Beziehungen in Abschnitt 4.5 bzw, filir die gekriimmte
Membranschale diejenigen in Abschnitt 4.4.

4,6,6 Sandwichplatte

Zur Erzielung hoher Steifigkeiten in einem Bauteil bietet sich nicht
nur die Erhthung des Elastizititsmoduls an, sonderan auch eine Ver-
steifung durch konstruktive MaBnahmen, ohne daB dabei ein groBer
Gewichtszuwachs in XKauf genommen werden mufl, Da die Plattendicke

mit der dritten Potenz in das Flichentrédgheitsmoment eingeht, kommt
ihrer VergriBerung maBgebliche Bedeutung zu.

MaBnahmen zu einer Steifigkeitsvergrifierung stellen bei Kunststoff-
tragteilen die m:it einigen Herstellungsverfahren unschwierig her-
zustellenden Sicken dar und die Sandwichtechnik, Bei dieser Technik
wird eine Struktur im einfachsten Fall in der Art gebildet (s.[Oehler/
Weber], S. 136), da8 zwei diinne duBere Schichten mit einer dicken
Zwischenschicht verbunden sind. Die Deckschichten iibernehmen die aus

¥*
Fir die numerische Aufbereitung ist die Zahlenindizierung besser.
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Biege- bzw. Knickbeanspruchung resultierenden Zug- und Druckspannungen
wdhrend die Stiitzschicht das Ausbeulen der Deckschicht verhindert
und Scherkridfte iibernehmen muB. Die Stiitzschicht darf deshalb aus
einem festigkeits- und steifigkeitsmdBig weicheren Werkstoff bestehen.

Als Deckschichten werden u.a. faserverstidrkte Polyester- und Epoxid-
harze eingesetzt.

Als Gleichgewichtsbedingungen sind, wie in Abschnitt 4.54, diejenigen
von Glg. (4.145) giiltig

%N\( + 'b‘\hj‘l- +

‘Ox Oy iy Sk

a'a(i, n %%—“ + =110 (4.4735)
9’;4: " 'b};;u - 0Q, =0

%gtu -+ Tg:r - @, = 0.

Die Pormidnderungsbeziebungen sehen bei Annahme des Eben-bleibens des
Querschnittes wie die Glgn. (4.172) aus. Natiirlich ktnnten hier auch
andere Annahmen getroffen werden.

Bei den Spannungs-SchnittgrcBenbeziehungen kann aber nicht mehr wie
bei Annahme diinner Schichten (vgl. Glgn. (4.170 b)) von den Integralen
auf Summen iibergegangen werden, da die Spannungen im XKern veridnderlich
sind, BNatiirlich kann man bei vorhandenem Rechenprogramm fiir MSV auch
eine Sandwichplatte rechnen, wenn man die Stiitzschicht in viele Einzel
schichten zerlegt. Die besonderen Versagensformen bei Sandwichplatten,
wie z.B. Knittern der Deckschichten, miissen getrennt untersucht werden

Eine ausfiihrliche Darstellung der Theorie der Sandwichplatte liefert
das Buch von Stamm/Witte. Zur Ergidnzung sei noch auf die Literatur-
stellen [Wurtinger], [Puppo/Evenson], [Pagano, 1970],[Sierakowsky/

Ebcioglu], [Monforton/Ibrahim], [ Reher] una [Groﬁkopf/Winkler] ver-
wiesen,
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4,6.7 qumerkungen zu den interlaminaren Schubspannungen

Bei geschichteten Korpern ist es von groBer Wichtigkeit, eine Aus-
sage iiber die interlaminaren Schubspannungen zu erhalten, also iiber
Schubspannungen, die nicht in den Schichten sondern zwischen den
Schichten wirken.,

Die allgemein benutzte Kirchhoffsche Schalentheorie setzt in den

konstitutiven Gleichungen die Spannungen T.3=T,,=0. Es fehlen somit

in den Ergebnissen diese Spannungen und damit die, -aufgrund der
Zuordnung der Zugspannungen- #quivalenten interlaminaren Schubspannunge:
Tip und Ty, o

Die Aufstellung der Berechnungsformeln zur Abschitzung dieser Schub-
spannungen geschieht analog wie bei der einfachen Balkentheorie. Als
Beispiel dient die Ermittlung der Formeln bei einer Rotationsschale.

Pir Platten und andere Tragwerke werden sie auf gleiche Art gefunden.
[Worch 1964, s. 317].

Nach Ermittlung aller Schichtspannungen im Laminat konnen zunichst

die Spannungen T,, und T,, errechnet werden. Dann wird aus einm Schicht
kérper ein Flement herausgeschnitten, und es werden die an diesem
Element wirkenden EKrdfte angebracht. In Bild 4.20 sind diese Krifte
nur am negativen Schnittufer (das pos. Schnittufer hat die Spannungs-
zuwidchse) und auch nur fiir eine Richtung angesetzt.

Analog zur Herleitung der Schubspannungen am isotropen Balken 1&dB8t

gich fir die k'te Schicht in beiden Richtungen schreiben

y, - f
0 DTz
(T“h_ 'Cmi_q)r‘ advyda = —/ ra; rad da de —/-—BT da rdYde
und hin . LY e ("".4"‘1'6)
('tu& - rsu )r dyrds = /%—?— a4 vdd dg - /9“" o dade

LI
Diese Gleichungen vereinfachen sich bei Rotatlonssymmetrle (= o)

und diinnen Schichten /.dz = tk Zu

Tsz*. = - [T32i_,‘ + d't,'z g“o ]
_ _ tu (in der Schicht, global
e = [T"“km +db, s ] Null), ’

Fiir endliche Langen 4+ (z.B. eines finiten Schalenelementes) wird



daraus
.CBZI: G [({':3?-4‘__1 + AT '{_h]

+ (4.4773)
t;“h =i l}c""i-q + A8, f’:\]

Mit Glg. (4.177) kann festgestellt werden, ob gegeniiber der interlami-
naren Schubfestigkeit IL.SSé'qAx:noch ein geniigender Sicherheitsab-
stand vorhanden ist bzw. ob Delaminationsgefahr besteht.

Die Auswertung kann bei Verwendung von Rechenprogrammen direkt im
Programm, nachtridglich aber auch mit der Hand erfolgen.

Sind an der Oberfliche des Schalenelementes noch zusdtzliche Schub-
krifte vorhanden, so milssen diese in das Gleichgewicht miteinbezogen
werden. )

In Anwendung des Satzes von der paarweisen Zuordnung T, =T, . der
Schubspannungen kann zum SchluB die Kontrolle gemd Glg. (4.170 a)
erfolgen

n

G’a' = i?" t&tkt&, =0 , (
) 4.178)

n
Qy = T .,
Y Ea 3, e
Eine spezielle Behandlung der Schubverformungseinfliisse, und damit
verbunden auch wieder der Schubspannungen, wird im ndchsten Kapitel
an einer dicken Platte gezeigt.

4.7 Mehrschichtige Fasernetze

4.7.1 Allgemeines

Eine relativ einfache Methode zur Berechnung von zweiachsig bean-
gpruchten Faserverbundkonstruktionen ist die "Netztheorie". Sie hat
jedoch nur Giiltigkeit im Bereich zwischen fortgeschrittener Rifbildung
und Bruoh, weil sonst die Voraussetzungen der Netztheorie nicht ge-
geben sind. Diese Voraussetzungen sind:

- Das Harz beteiligt sich nicht an der Kraftaufnahme

- Die Normalspannung ©, =o

= Die Schubspannung Ty =0 -
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Es ist weiter zu bemerken, daB bei der Netztheorie -im Gegensatz zur
Kontinuumstheorie- bis zu einer Anzahl von drei Schichien die Kompa-
tibilitatbedingungen an den Schichtiibergéngen nicht herangezogen zu
werden brauchen. Das ist darin begriindet, daB8 bei Vernachlidssigung
des Harzes und Auslegung auf {iberall gleiche Faserspannung alle
Fasern gleiche Dehnungen erfahren und der Kérper eine Ahnlichkeits-
verformung erfiahrt. In der Netztheorie kann keine Biegung beriicksich-
tigt werden. Die Netztheorie behandelt nur Membran-Tragwerke,

4.7.2 Rotationsschale unter rotationssymm. Belastung

Die Gleichgewichtsbeziehungen der Membranschale lauten hier
Bild 4.21)

ldngs id-%ﬂ- + -C";'i(ﬂ- (Ng—-N3) + Py =0

A %Y (&1739)
normal Ny —+ Ny +9 =0

R, R,

Die vorstehenden Gleichungen gelten sowohl fiir die Gesamtschale als
auch fiir die UD-Schicht. Allerdings mul bei der einzelnen UD=-Schicht
noch beachtet werden, daB die Schubkridfte nicht verschwinden. In der
bidirektionalen (BD-)Schicht gleichen sich die Schubkraftanteile aus
den to - UD-Schichten wieder aus. Bei der UD-Schicht a2llein ist somit
noch die Gleichung (Index 4—¢)

d”t,; (DS(P _
Rag T 5 Ny + Ny + 95 =0 (4-180)

zu erfiillen. Die Erfiillung dieser Gleichung ktnnte trivialer Natur
sein, wird aber, wie sich aus dem Gleichgewicht an einem UD-Flichen-
stiick herausstellt, auf eine zusitzliche Bedingung mit der Fadenspann-
ung fiihren., Der Nachweis, unter welchen Bedingungen Gleichgewicht
erzielt wird; soll hier mnach [Zimmermann] -allerdings nur fiir Innen-
druck- vorgenommen werden, Bild 4,22 liefert als Bedingungen des
Krdftegleichgewichts an einem aus einer UD-Schicht herausgeschnit-

tenen Element N“:J L e NY L Siv
tosol F
Nu; L i+ N 1 cosee WE N - W osla
Com oL F ¢ '
{t.184)
N ;:u = 7 Noo ot Nor = Ny g
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ZusammengefaBt ergivt das fiir die Schubkraft, die fiir die Harzbean-
spruchung maBgeblich ist,

ub up us uy e
Ngs = _‘\}N., N = - N, Suw cate .

Hieraus ist direkt ersichtlich, daB die Schubkrifte fiir die+ot~- Schicht
ebenso groB8 wie fiir die -«— Schicht sind und fiir eine BD-Schicht sich
aufheben ¥ up

N,,,o = NF COSoL (siu.lx + St't—.(-u.)) 3 falh

Mit 45 = O filhrt die Schubkraftgleichung, wenn noch Ny, N, (fue
Bfra 2ty &A1)

und da = Qﬂ dy = dr/cosy bzmn. sy = df/(quq)
up uon
auf di‘i'& 4 % “tp-a- = 0,

Das Einsetzen der obigen Netztheorie-Baziehuné liefert unter der
Bedingung G; = const. der Netztheorie, wenn man den Dickenaufbau am
Boden betrachtet zu (Bild 3.6 )

. A
N'F = C'TF ‘t(r) = GF -tmi Ri COSN; m

d [Sin cosq) 2. Sind COSGC
-5 174 4 |=nd sk A sand COSK | _
F t“‘a 2 (00, [ol( [ Y cosd i Y v cosox 0,

wobei die eckige Klammer verschwinden muB

r d ( Sino Sine
—_— —— -+ =0
4 dr r ) Y

Das ist nur mbglich, wenn

.u_covn.t_e,.
Sin&s v =

Die vorstehende Gleichung stellt also wieder die geoddtische Wickel-
bedingung dar.

Bei geoddtischer Fadenablage ist somit die Netzwérkschale im Gleich-
gewicht. Beim planaren Wickeln gilt das nicht mehr. Zwar versuchen
die Fdden um die z-Achse in Richtung der geodstischen Linien des
planaren Bodens zu rutschen; Wickeleinstellung und Reibung lassen das
Rutschen aber nur eingeschrinkt zu. Es ist deshalb glinstig mit
kleineren Winkeln &, beim planaren Wickeln zu arbeiten, da dann die
Abweichung zum geodidtischen Wickeln bzw. Isotensoidwickeln gering ist.

Der Zusammenhang der Krifte mit den Spannungen in den Schichten des
Laminates lautet wie in Abschnitt 4.6
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"
Ny = €24y = Z 4, &, (4.182)
N?J"= 't?.‘:"tv = z "I:Lf%?;_

nur daf jetzt nach Ausfiihrung der Transformation der Spannungen (4.162)

2
' Gy b, con'ot
{G } = G‘J = G'“ slt.zd ( 4.1 83)
Tox N by SLZ?‘EL‘

verbleidt.

Die Auslegung erfolgt so, daB bei bekannten 4,9y, mit Hilfe der
Gleichgewichtsbedingungen die Ny Ny Nyy bestimmt werden. Aus den
unten angefilhrten beiden Gleichungen
1,5, tnte, + 1, Sy, on¥oy  + E By mtoy 4 = Ny (9)
(& 181
'LAGH siuel, + t, %, E.il.-.zot,_ + i, Sq.‘! 5.'..,.7'057_ e I e N?(‘f

ist dann ablesbar, welche Wandstdrken bei welchen zul&issigen Spann-
ungen notwendig sind., Die t t, -Schichten werden dabei zu einer BD-
Schicht der Dicke ‘é!'l:k zusammengefat, damit die Schubkraftgleichung
entfallen kann,

Im folgenden werden einige Sonderfille von Fasernetzen behandelt:
k=1:

Fiir den Aquator eines Wickelbeh#ilters ergiot z.B., daB bei einem
Wickelwinkel ot =aGrcsin = und zuldssigem Gy, die Doppellage die

Rl
Wandstirke (o iwammange faftt)
2ty = N2 Ne
6“4 el Sy Sinlex,

haben muB, Der Wickelwinkel mufl aber gleichzeitig der physikalischen
Forderung geniigen, daB Gleichgewicht herrschen mu@l, Zur Auflésung
des vorliegenden, unterbestimmten Gleichungssystems verhilft hier

die zusdtzliche Festlegung Ny

- 2
N tan o .

k= 2:
Schon in diesem Sonderfall zeigt sich, dafl zur Bestimmung der vier
Unbekannten t,,%t,,x,,c, mehr Unbekannte als Gleichungen vorliegen,
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Nun miidten zwei Wickelbedingungen Sind =@ /R ,Smtx,_-ez/R zur Be-
stimmung der t1, t, herangezogen werden. An \w/&bwurden dann keine
Bedingungen gestellt werden miissen. Allerdings bestehen dann diese
Verbundschalen aus einem zweischichtigen und einem einschichtigen
Bereich (vgl.[Geier, 1971)) in Polkappennshe., Wie sich unter den
Belastungen und Wickelbedingungen die Konturen ermitteln, zeigt
Kapitel 4.9.

k> 2:

Bedingt durch den mehrschichtigen Aufbau hat man es normalerweise
mit den Sonderfdllen k> 2 zu tun (Bild 4.17). Bei ihnen wird selten
bel Jeder einzelnen Schicht k die Mittelkontur dieser Schicht der
Berechnung zugrundegelegt. Das hidngt damit zusammen, daB man sich
auch keine Gedanken um die Verformungs-Vertriglichkeit der Schichten
machtﬁﬁFﬁr k = 3 sieht man, daB auch bei bekannten Wickelbedingungen
schon eine Unbekannte, nidmlich t3, zuviel ist, Es liegt eine Netz~
theorie vor, bei der eine statisch Unbestimmte auftritt, so da8 man
zur Bestimmung der unbekannten t3 eine Kompatibilitidtsbedingung be-
notigt. Als Bedingung wird wie zuvor die Annahme getroffen, daB in
allen Schichten des Laminates die gleichen Verzerrungen auftreten.
Es liegt hier der Ubergang von der Netztheorie zur Kontinuumstheorie

BchliePlach
vor. Die Ermi}}}ung der Wickelkontur, nach der das Probleﬁvgelost
Mt rey W
ist, weil ers ﬁ (4) und Ny(4) bekannt sind, ist emsh in Kapitel

4.9 zu finden.

Fiir die Dehnungen leitet Puck bei einem reinen Netzwerk ab: Alle
Laminate, die nach der Netztheorie optimal ausgelegt werden, d.h.
dem Vorzeichen und dem Betrag nach gleiche Dehnung in allen Faser-
richtungen aufweisen, erfahren nach der Netztheorie in jeder be-
liebigen Richtung die gleiche Dehnung und keine Schiebung. Das gilt
fir 2, 3 und mehr Faserrichtungen. Die Fasernetze erfahren eine
Khnlichkeitsvergrﬁﬁerung, wobei die Netzknoten Knotenpunkte bleiben.
Bei Beanspruchung unterhaldb der RiBSbildungsgrenze gilt dieses Ergeb-
nis nur beschrinkt.

4.7.3 Ebene Fldchentriger

Bei den ebenen Fléchentrigern fallen rechteckige und kreisformige
Scheiben bzw. Platten an.



Rechteckscheibe

Bei dieser Scheibe, die im allgemeinen gleichbleibende Dicke hat,
gelten die Gleichgewichtsbedingungen

ON TN 0
+ B U A Ay B2 - 'P! =
0 A (4105)
N .._....L..._'aN =
—"?y&,_ + 2y By O
Bei Verwendung der Haupitspannungsrichtungen ist Nx = 0 setzbar.

Der Zusammenhang der Erdfte mit den Schichtspannungen lautet wie in
Glg. (4.181), wobei nach wie vor

n
Ny = Z & 5 cog
® b 3 o
b2 & * (4.186)
A T A S

und auch weiterhin Glg. (4.184) gilt.

Bel bekannten Nx(x,y) und Ny(x,y) an der Stelle x,y lassen sich die
an dieser Stelle notwendigen GriBSen t, ,v, ermitteln, Nur sind jetzt
statt der k-Wickelbedingungen andere Forderungen zur Losung des
Gleichungssystems erforderlich. Man sieht jedenfalls, da8 unendlich
viele Moglichkeiten fiir die o, sich anbieten, bei denen Gleichgewicht
erzeugt wird,

Fir die Dehnungen gilt auch hier, daf sie nach der vorliegenden Netz-
theorie iiberall gleich grof sind.

Um keine Biegung in die Schale zu bekommen, miissen die Schichten des
Laminats symmetrisch aufgebaut sein.

Kreisscheibe
Bei der Kreisscheibe gilt die Gleichgewichtsbeziehung

ANy 1

g e (Ne=Ns) + p =0 (La87)
m-t ‘ Pr= Syt (v) vt

falls z.B. Fliehkraft vorliegt.

In (4.187) ist je nach dem Herstellungsverfahren eine verinderliche
Dicke t einzusetzen.

Nach Bild 4.21 ist fiir reine Umfangslagen t = const.. Wenn das Harz
vernachldssigt wird, so verbleiben bei der umfangsgewickelten Scheibe

Ne=o

B (&4+.4108
-%?——_— gvﬂt-rﬂl (rq» Gy =¢ (\"ﬂ)l = SVZ) )
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Die Beanspruchung héngt also direkt von der Geschwindigkeit ab,
Die zugehtrige Dehnung ist

2 = ()

Hierbei wird infolge des vorausgesetzten Netzwerks der HuBerste Rand

o

am meisten belastet, wdhrend normalerweise innen die héchste Umfangs-
spannung vorliegt,

Eine wie ein Zwirnstern gewickelte Scheibe verindert ihre Dicke umge-
kehrt proportibnal zum Radius +t=ta-%/y , wobei der Index & den
AuBenradius kennzeichnet. In diesem Fall ist fiir die sich wieder-
holenden BD-Schichten anzusetzen

N, 2 t,(r) G cos“ o ()

(4189)

Ny = 24,00 6, Sin‘e(r)

und die geoddtisch Ablage siwu(r)=e/r garantiert fiir konstante Faser-
spannung.

4.8 Mehrschichtiger Linientriger (Stabachse eben)

Pir Linientréger, die nur in einer Ebene belastet werden, sollen
abschlieSend die Beziehungen angegeben werden,

4.,8.1 Gekriimmter Triger

Ausgehend von Glg. (4.127) verbleiben, wenn 4 die Bogenrichtung
darstellt (vgl. Bild 4.19)

n i
L E« O, te Q- «E-A Tt
MA - E.‘ 54& % (,&h _ g’l&--d) (Li"‘q()}
= 4 é% G. 1§
T2 oy e “‘&_ 94-_-4)({'4;*'%,1_4) Y EF%"%G’&*&&-«) :

Die Beziehungen zwischen den Spannungen und den SchnittgréBen sind,
wenn die Kriimmungsterme #/Q entfallen kénnen (Glg.(4.170 c))

dN < _ _a _
SFRm s bR g, T Po=0
]
2By a4 J%L tp =0 (4,1a1)
q
d:u,,_::;'m_ Q =0 .
A



Im Sonderfall des Kreisbogens wird R1 = Rz’ r!' = 0.
Als Formidnderungsbeziehung verbleibt (wobeitm@d unduﬁ% hdufig ver-
nachlissigt werden kann)

W du __d (u , dw) L4492
EE ek Eda(a.‘J’da) a2}

Man sieht, daB iiber der Schalendicke die Dehnung fiir alle Schichten
entsprechend der Hohenkoordinate linear verdnderlich ist €y = ChtHCo2
In den vorstehenden Gleichungen steckt gemiB den Annahmen der Tech-
nischen Biegelehre das "Ebenbleiben der Querschnitte" {Bernoulli),
Diese Annahme schlieBt aus, daB es noch beliebig andere 6, -Ver-
teilungen gibt, die ebenfalls mit M, im Gleichgewicht stehen.

Mit Hilfe der Annahme von Bernoulli und mit Hilfe der Gleichgewichts-
bedingungen lassen sich die Normalspannungen ermitteln. Die Berechnung
der Schubspannungen folgt allein aus den Gleiéhgewichtsﬁﬁingungen.
Unter der Voraussetzung, daB die Schubspannungen an Unter~ und Ober-
seite des Trégers Null sind, gilt fiir das Gleichgewicht analog zu
Bild 4.20 bzw. nach (4.176)

i P
Ten, brds = 54 /asﬁk-b-dz
{'h—d

Die Ausrechnung kann dann niherungsweise nach

be g5, ¥ ab4
T’“@ = T, = Yo G0 = L Rt (4.123)
1‘&-4 =

erfolgen. Dazu sei vom isotropen Balken her als ein Vergleichswert
QS > ._Q

’tz,‘ = Tb— ITI'L'}. max ’Cu = ?Tt-

angegeben. Bei Isotropie sind also nur bei vorliegender Querkraft
interlaminare Schubspannungen vorhanden.

4.8.2 Gerader Triger

Bei diesem Trédger wird von (4.175) ausgegangen. Das fiihrt, wenn wie

iblich in Lingsrichtung des Trigers die Koordinate x gelegt wird,
ANy
dx

d
e vt =0 (4. 424}

+ Py = 0

dMy
Ay 0




Als Spannungs-SchnittgrtBen-Beziehungen liezgen vor

n n
Ny = 54 G;h & 3 Qx =«Z Tmi'tk

4' e § (4 195)
M*=E‘Efx*(“ + b, )

Die Forminderungsbeziehungen sind
Au d'w
= — - Q

€. TSAEL = (&+.126)

Flir einen unsymmetrisch aufgebauten Sandwich-Trager mit diinnen
Deckschichten sind nur die Gleichungen (4.195) anders. Sie lauten
Jetzt [Reher]
T
Nx = qu'tn +/6’de1 ot 5;3:f3
M,=_-_{G t, (4, - %) + 5, %, (4, &} /G zdz .
fa

(4 A93)

4.9 Faserablage und Konturverlauf

4.9.1 Gleichgewichtsbedingungen und Ablegewinkel

Voraussetzung einer beanspruchungsgerechten Faserverbundkonstruktion
ist die richtige Ablage bzw. Ausrichtung der Piden. Das gilt sowohl
fir ebene Tragkonstrulkttionen wie beispielsweise auch fiir Wickelbe-
hdlter. Meistens wird dafiir die Netztheorie herangezogen, seltener
die Kontinuumstheorie. Der Anwendung dieser Theorien liegt hier die
symmetrisch aufgebaute Membranschale zugrunde.

In diesem Abschnitt sollen fiir gekriimmte Rotationsschalen die Wickel-
konturen bestimmt werden. Man benttigt dazu fiir die Rdden die Gleich-
gewichtsbedingungen der SchnittgrtBen der allgemeinen Membranschale
(KOS gem#B Bild 4.13)

Ra : (& 198 a)
_ 9Ny + L59 (Ny=Np) + Py = O.

R.de
und fiir die zylindrischen Teile (R2 = Rz) die Gleichgewichtsbedingungen

M> L 5 - 0. (&4+.198 )
R?.



Eine mit den Glgn. (4.198) erhaltene Kontur gilt streng genommen nur
fiir die Mittelfl&iche der Schale.

a) Sonderfall Innendruck

Als Sonderfall der obigen Gleichungen ist bei einem gekriimmten Boden
¢ =0 hervorzuheben.

Man kann dann aus dem Gleichgewicht von Schnittkraftkomponente und

Druck auf die Projektionsflédche eines abgeschnittenen Bodenteils

die Beziehung (Innendruck s=-4i)

2Tr Ny sing = Trtpe,

bz,

o AR _ PR,
Ny = iy HwZ (4.199)
ermitteln, so daB die komplizierte Meridiangleichung durch eine
einfachere Gleichung ersetzt wird. Nach der Elimination von N4 ver-
bleibt N als

2 R
N, %(Z—ﬁ')ﬁz . (4.200)

Beim Zylinder werden fiir p,= O und R, = R

ins S 2 Tz
Nqﬁi’%t y Ny =2.%, (& 204}

gefundenzjfie vorstehenden Gleichungen stellen beim Boden zwei
Beziehungen fiir die drei Unbekannten N,, Ny und r dar., Zur Bestimmung
der drei Unbekannten fehlt somit eine Bedingung. Sie wird uns im
allgemeinen durch die schon im Kapitel 2 erwdhnte Wickelbedingung
geliefert, welche allein von der Wickelart abhidngt. Es kann aber
auch irgendeine andere sinnvolle Bestimmungsgleichung sein, wie noch
gezeligt wird.

Beim Zylinder entfdllt die Unbekannte r(z), und es stehen zwei
Unbekannte N? und N, zwei Gleichungen fir N? und Na. gegeniiber.

b) Sonderfall Fliehkraft
Fir rotierende Schalen werden die BelastungsgridBen p und P, aus der
Magsentrigheit der Schale und einer eventuellen Fiillung ermittelt.

Die Zerlegung einer rein radial gerichteten BelastungsgriBe ergibt

fiir die Rotationsschale ohne sonstige Belastung gemdB Bild 4.13
o= 9 tr) ¢ Q¥ sing
(4.202)
Pe = g, () rQ* cosy
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Bei einer zylindrischen Verbundschale werden die Beziehungen einfacher,
da t = const., v = R, und ¢ = 90°.

Leider lassen sich beim Lastfall Fliehkraft die DGIn (4.198 a) nicht
durch eine dhnliche Gleichgewichtsbeziehung wie (4.200) vereinfachen.
Wir werden deswegen Ny oder Ny eliminieren, je nachdem was giinstiger
ist.

Das Ersetzen von N, liefert (¢>o ) anstelle von (4.198 a) am Boden

e ) _ﬁ’f; TR d Ny
N Q""(MP‘ R4) N cos(y(quq+'P'f) i

so daB schlieBlich statt (4.200) die unbequemere DGL

5 .
?-) - (qu ""P?)-Rz’f’i- =0 . (4.20%0)

N"(4+-T_2: ws ¢ | R.dy

gefunden wird.
Im Zylinderteil reduziert sich diese Beziehung auf

Ny = .°R, . (4. 203b)

Der Zusammenhang der SchnittgréBen #m eines Netzwerkzsmit dem Wickel-
bzw. Ablegewinkel ist zur Bestimmung der Wandstirke der Einzelschichten
notwendig. Fiir die BD-Schicht, das waren zwei UD-Schichten mit den
Wickelwinkeln + &« und - o , gelten nach Bild 4.26 die Beziehungen
n
N, = &

vy G Cos o,

.l.
n (4.204-)
Ny = B 4o, G sin’o
Es werden dabei sinnvollerweise gleichgerichtete Schichten zusammen-
gefaft. So ergibt sich fiir einen Wickelboden aus einer BD-Schicht

(bzw. beim ausgeglichenen Winkelverbund, abgek, AWV)

N -~ 2
o -tu_ G, swvu 2
= 1 3 = tawn ‘o {4 2054a)

und fiir den hdufigeren Fall des aus + ot , - ¢ und 90° Lagen aufge=-
bauten Zylinders

N_a. — tu (<) Simzﬂﬂ +'Eq° B—ﬂo .
Ny 1y S Cos?a {t205)



Die vorgenannten Gleichungen sehen natiirlich anders aus, wenn der
Traganteil eines Liners zu beriicksichtigen ist ([Cuntze, 1972], S. 37),
oder wenn ein im Zylinderteil verstdrkter Metallbehdlter ausgewidhlt
wird. In solchen Fdllen miissen die Kompatibilitdtsbedingungen zwischen
Innenschale und Verbundhiille mit herangezogen werden.

Wird bei drei und mehr Schichten die statisch bestimmte Netztheorie
verlassen, so gilt zwar (4.204), aber es muB dann schon bei reinem
Verbund (ohne etwaige Liner) fiir die Erhaltung der Kompatibilit#t
gesorgt werden.

Natiirlich ktnnen die Glg. (4.198) auch zur Bestimmung der absoluten
Wandstédrken am Aquator von tw (R,) auf der Bodenseite und'%u!#hauf

der Zylinderseite herangezogen werden, wenn die Normalkrifte Ny

und N, bekannt sind.

4.9,2 Wandstirkenverlauf

Die Form der Rotationsschale liefert uns eine Aussage iiber den Ver-
lauf der Wandstdrke 4,(r). In [ Zimmermann, 1969] wird die Aussage
aus den folgenden beiden Angaben abgeleitet:

1. Die Zahl n der einen Breitenkreis kreuzenden Piden ist
unabhéngig von der Hohe iiber dem Agquator (das gilt auch
noch fiir die Kugel- oder Kegelzome am Pol),

2. Die Packungsdichte m = Anzahl/Fliche in einem Querschnitt
senkrecht zur Fadenrichtung bleibt iiberall konstant, so-
wohl im Bodenteil als auch im Zylinderteil eines Wickel-
korpers.

Betrachtet man die Gesamtzahl K der Fdden in einem Querschnitt der
Lange L, senkrecht zur Fadenrichtung, so findet man (Bild 4.22)

A = m Lu ‘t-t.
Da dieselbe Anzahl auch durch die Projektionsfliche auf dem Breiten-
kreis geht, gilt,bezogen auf den ganzen Breitenkreisumfang,
' ~ 2%y
A e
L-or./CDSd.
Man erhdlt schlieBlich fiir den Dickenaufbau iiber einem gewickelten

Boden, wobei der Index A fiir die BodenanschluBstelle am Aquator
steht

=n

VTI"_“ 2" Cosex =1 = {Qo-“‘c){. = m-tu},\ Zrﬁ-'P_Z CO.’.L“'.\,



ty = by Fatosme

¥ tose SS06 0
1 .
A + . R/Q,Z -1 (Bo_-‘, lae,odn'l:sdﬂe.f
= Tal r—z_'a—-—- Fadeuwoblage. (b‘.?_on)
/‘?- -1 Geliuvigs baveich

bis v/, %12 )
Bei Wickelteilungen “1¢T<¢3 kann der Verbundaufbau am Pol aus

ty 2 A7 tuy %.1.
abgeschédtzt werden.
Fiir einen zylindrischen Wickelkérper gilt durchgehend to, -

Im Sonderfall Innendruck ist die Wandstirke i‘ur den bidirektional

gewickelten Boden am Aquator, R, = R, = R
72 A 2 (4. 207)
— Ng _ _®i.Re - Pk z
tﬂ" B B Cl)s?'O(2 B 2 G, c,os"‘o{i 2-6;. (4+ ey “E)
und fiir den aus + o , = und 90° Lagen aufgebauten Zylinder
tui = tq:
tao = g Ny - to, By siny,)
9a Gao > 0, M 2
_ #uRe z
= Z_G"qu (Z, - 'tOJﬂ D(E) - (LI"ZDB)

Wenn wegen der Festigkeitsabsenkung des Behilters infolge Paseriiber-
schneidungen G =wt, und weiter G5, =G, gesetzt werden, 80 ergibt sich
fir die Gesamtwandstirke

ty. = -l-“% + tao
- PR 1 _ .
T [3% + e, 1 1 (4.200)

Fur % = 1 wdre die Gesamtwanddicke unabhingig vom Winkel &, der
Schridglagen.
Interessant ist noch das Wanddickenverhdltnis

ta,
".7:_ = 4[ ( 500'3?’0!1-4) 5 (4_240)
s




4.9.3 Differentialgleichungen der Wickelkonturen

Fiir die Sonderfdlle Innendruck und Fliehkraft werden nun die DGL
der Wickelkonturen abgeleitet

a) Sonderfall Innendruck

Fir die innendruckbelastete Rotationsschale gelten bei ausgeglichenem
Winkelverbund (zwei Schichten: +X, = =0, ) die Beziehungen (4.192)
und (4.193)

R [
4 2
o SR . (&.2110)
Ny = Fp% = te So e

Die Gleichungen (4.204) iiberfiihren die vorstehenden Membranschalen-
Schnittkrédfte in Schnittkréfte der Netzwerkschale

A 2 .2 P 2 oy
und Ny (=6, t,) = Ef‘*%“ sino¢, =1, 6 sin'x
und A 1 ) (4.2410)
Ny (=6 tu) = quﬁb'.:& s, =1,6, wsto ,

A ey,
Solange man (4.211 a) allein verwendet, hat man noch die allgemeine

DGL der Wickelkontur einer Membranschale

NJ‘ R7.(?) E’&
B = = - == 4 .24
Ne S X T R gyl Ur-242.0]

Erst wenn (4.211 b) eingesetzt wird, ist eine Beziehung der Netz-
theorie verwendet worden, und es heiBft

R, @)

T Ra@)

Das Einsetzen der Kriimmungsradien liefert, wenn A+ %2 %0

el R
r

= tan’x (2). (4. 112 b)

)

r o+ (4+%2) =0
. (h,413)

¥4 (rY) + L) =0,

Fir t'x ist die Wickelbedingung einzusetzen.
Die zugehdrigen Randbedingungen sind

r(z=0) = R, |, av;'(g_=o)---0- (B A14)

Aus obiger Gleichung 148t sich sofort ablesen, wo besondere Stellen
der Wickelkontur sind.

Da man iiber ¥ = 0 (in den Bereich negativer GauBscher Kriimmung)
hinaus praktisch nicht wickeln kann, gilt der Wendepunkt als Grenze
(Bild 4.23), In ihm wird der Wickelwinkel

tan’x = 2 ~» ™= 54,75°. (4.215)
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Sq'u.zgw )

2
Der Radius am Wendepunkt (oaus Siwne= ®/y,, und towe = yErey,

- \(3 s
Y'W = T e -—-4.2.52

ist also nicht vom Agquatorradius abhédngig.

Mit dem Wickelwinkel o= 54,35° wére{§§;§“3eder Zylinder unter Innen-
druck nur aus Winkellagen aufbaubar, Allerdings wire ein solcher
Zylinder sehr empfindlich gegeniiber kleinen Lagtverinderungen, weil

Jede Lastverdnderung ein anderes =, bedingt.

Eine eingehendere Betrachtung der Konturdifferentialgleichung zeigt,
daB bel dem Winkel ™= 54,35° fmo. dauPs=2 sdes ¥y=423e die Kriimmung

der Kurve in der r - z - Ebene verschwindet bzw. ein Sattelpunkt mit
dem.Meridian Eriimmungsradius R1 = ©0 vorhanden ist. Da die Kriimmungs-
radien einen wesentlichen EinfluB auf die Spannungen haben, wire es in
diesem Fall zweckmiéBig, als Polfitting eine Kegelschalenkappe an den
Isotensoidteil des Bodens anzuhingen.

Fir eine andere markante Stelle ot = 450, r=e\2=1,42e wird R1 = R,.
Hier wird als AnschluB eine Kugelkappe mit dem Radius R450 wohl die
geringeren Stdrungen im Spannungszustand bewirken.

Ein Sonderfall, der noch Beachtung verdient, ist der der Zero-Hoop-
Stress-Contur. Hier ist die Membrankraft Ny in der durch konstanten
Innendruck belasteten Membranschale Null, wegen R2 = 2 R1. Alle
Fdden verlaufen axial, d.h. auf Meridianen.

Die Bilder 4.24 bis 4.30 geben die Konturen geoddtisch und planar
gewickelter Behdlter her. Bild 4.27 zeigt die Abwéichung der Faden-
ablage beim planaren Wickeln von der Ablage auf der geoddtischen

Linie (statt in der Planarebene) des palanaren Bodens.

b) Sonderfall Fliehkraft

Die Gleichung, die diesen Sonderfall bei der allgemeinen Rotations-
schale beschreibt, war Glg. (4.203 a). Sie soll als erstes in das
Uiblicherweise bei der Berechnung von Wickelkonturen benutzte rz-XK03
Uberfiihrt werden. Dazu dienen die Beziehunzen (4.128)

T'=Coscf=dd_; y ds = R,dg.

Es wird als erstes der Ausdruck

_r _x PG A
cosg ac 40 = g7 Rade
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ermittelt und eingesetzt

R i Iy v - 3
Ny (1+ 'R_:') AR Ry * sy Pr " R® = 0.

Weiter werden die Belastungen (4.195) und die Kriimmungsradien (4.114)
eingesetzt

g * 20%h
-t r (4+v°) dNe v z ey 2. S

Nqa("' L—) 3 %‘1 + ot r‘_(l‘(/\ “YA+¥* sav,q) = 0. (4216)

Nun fehlt noch

4
VA+%2

Die Massenbelegung ¢, t kann aufgeteilt werden in

S'iV!lP =\!4"‘CDS?'(:?‘ =‘\JA—Y“' '

ot = g (t, + SEhlen (1+.24%)

W Yu'-lluuq)
nuy
Fiir eine unter Eigenmasse rotierende Schale bleibt somit nur g,t.
ibrig.
Als Wanddickenverlauf ist wieder {(4.206) einzusetzen
_ A1
ta =ty R, ooy ¥ cosoi(v)
Bis zu dieser Stelle sind die Beziehungen die der allgemeinen Membran-
theorie. Erst in Anwendung von Glg. (4.204) mit t, = tu, + ty, kommen
wir zur Netztheorie, und zwar fiir die Membranschnittkraft
2
2z
N, = 4‘24 to, Bu, cosory,

fir die folgende Verdnderlichkeit iiber den Radius angenommen werden

mui
Ny = o () Gu(r) costou(s). : (&4 218)

Dasg Einsetzen von Ny fihrt auf eine Kontur-DGL in der noch zwei
Unbekannte &, und o eingesetzt werden miissen, bevor sie gel&st werden
kann. Wir wollen hier wieder eine geoddtische Ablage anstreben
z
Cos*et = A - siv' = 4 — —%E (4.24‘1&)
und auBerdem gleiche Faserbeanspruchung fordern {gegeniiber Sonderfall

Innendruck ewe zusidtzliche Bedingung)

O () = B = Conmgh. (&.219b)



Als Randbedingungen liegen dieselben wie bei Innendruck vore.

Die Integration der Kontur-DGIn wird am bequemsten mit dem Runge-
Kutta-Nystrom Verfahren durchgefiihrt.

4,9.4 Diskussion von berechneten und wirklich gewickelten Konturen

In [Zimmermann, 1973] ist eine interessante Untersuchung von ver-
schiedenen Behdltertypen vorgenommen wrden. Fir eine Eingruppierung
diegser Typen ist die Tabelle 4.1 aufgestellt worden.

Wir sehen, daB bei einer Auslegung physikalische und geometrische
Annahmen getroffen werden miiesen, um die theoretische Kontur zu
erhalten. Die strikte Anwendung dieser Annahmen wiirde, je nach
geoddtischer oder planarer Wickelbedingung eine ebensolche Faden-
ablage erfordern., Hiaufig ist eine solche Ablage aber fertigungs-
technisch nicht verwirklichbar, so da8 die Méglichkeit besteht, eine
nach einer planaren Wickelbedingung berechnete Kern- oder Liner-
kontur geodidtisch zu bewickeln und umgekehrt. Einen Isotensoid kann
man allerdings dann nicht erhalten.

Als physikalische Annahmen werden meistens nur einfache Kriterien
angefiihrt. DaB es noch kompliziertere Annahmen zur Berechnung der
Kontur gibt, wird bei den Bruchkriterien in Abschnitt 7 gezeigt.

Das spezielle Ziel der oben erwidhnten Untersuchungen war, den Ein-
fluB der Kontur auf die Giite eines Behidlters festzustellen, Um
unterachiedliche Konturen zu erzeugen, wurden drei Annahmen iiber

den rechnerischen Spamnungszustand in der Mittelfliche der tragenden
Verbundstruktur getroffen (Auszug aus dem Untersuchungsbericht):

1. Die Normalspannungen in Richtung senkrecht zur Verstirkung und
die Schubspannungen, bezogen auf die Verstidrkungsrichtung und
senkrecht zu ihr, verschwinden ( S, =0 ,T, =0 ,TypT2 ). Diese
Bedingung ist gleichbedeutend mit der Annahme der Netztheorie,
daB die Belastung nur durch die Vemstidrkungsfiden aufgenommen
wird, die Matrix also keinen Beitrag dazu leistet. Wenn man
voraussetzt, daB der Verbund aus Verstidrkung und Matrix ein
Kontinuum bildet, lassen sich beide Bedingungen nicht gleich-
geitig erfiillen.



2. Unter der Annahme, daB Verstirkung und Matrix ein Kontinuum bilden,
sollen die Normalspannungen in Richtung senkrecht zur Verstirkung
verschwinden ( S = 0, Typ T3).

3. Unter der Annahme, daB Verstédrkung und Matrix ein Kontinuum bilden,
sollen die Schubspannungen, bezogen auf die Verstédrkungsrichtung
und senkrecht zu ihr, verschwinden (%, = 0, TypT4).

Die AnnahmenG, =p bzw, Te =0 sollen nicht als Bruchkriterien ver-
standen werden, sondern nur s0, daB mit diesen beiden theoretischen
Annahmen EKonturen definiert werden komnen., Aus den Gleichgewichts-
bedingungen, jeweils einer dieser Annahmen und aus Annahmen iiber den
Verlauf der Verstirkungsfiden (Wickelmuster) lassen sich Konturen
berechnen., Statisch bzw. fertigungstechnisch sinnvoll sind das geo-
ddtische und das planare Wickelmuster.

Die drei Annahmen iiber den Spannungszustand und die zwei Annahmen
liber das Wickelmuster fiihren zu sechs Konturen, die wiederum geo-
ddtisch oder planar bewickelt werden kénnen ~um den EinfluB des
Wickelmusters bei gegebener Kontur kennen Zu lernen-, so daB sich
zwblf Behdltertypen ergaben, Zimmermann untersuchte einen Teil der
Aufgabe. Er bewickelte die mit den genannten drei Annahmen berechneten
Bodenkonturen planar.

Aus dem Vergleich der Konturen ergibt sich, daB die Kontur des Typs T3
von der zugehSrigen, mit planarem Wickelmuster berechneten Kontur nur
geringfiigig abweicht (Bild 4.31), wihrend die Abweichungen bei den
Typen T2 und T4 griéBer sind.

Ein dhnlicher Vergleich wird fiir die Wickelwinkel o durchgefiihrt,

o ist der Winkel zwischen Faden und Meridian im gerade betrachteten
Punkt der Kontur. In dem Bild 4,32 ist der Winkel o in Abhdngigkeit
von der Radialkoordiante r aufgetragen, jeweils fiir geoddtisches und
Planares Wickeln. Bei der Ermittlung von o« wurden die Konturen der
Typen T2, T3 und T4 zugrunde gelegt. Man sieht, daB zwischen dem bei
der EKonturberechnung angenommenen und dem verwirklichten Wickelmuster
groBe Differenzen bestehen. Am groBten sind diese Unterschiede beim
Typ T3, am geringsten beim Typ T4.

Die Annahme iiber den Spannungsverlauf beim Typ T3 (6, = 0) scheint
also zu Konturen zu filhren, die nur wenig empfindlich gegeniiber
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Winkeldnderungen sind.

Als Ergebnis zeigt sich, (wobei sicherlich die Sprodigkeit der Harz-
matrix auch von Bedeutung sein wird), daB die Kontur den Struktur-
faktor wesentlich beeinflussen kann, daB geringe Konturunterschiede
aber auch nur geringe Unterschiede bewirken.

Die statische Auswertung der Versuchsergebnisse ergab, daB geringe
Variationskoeffizienten der Festigkeiten erreichbar sind. Wichtig
dafiir ist jedoch das Vorhandensein einer zerstérungsfreien Priif-
methode, die AusreiBer erkennen liBt.

Es wurde deutlich, daB eine fiir die Analyse der Behidlter ausreichende

Theorie physikalische und geometrische Nichtlinearititen sowie Biege-
beanspruchungen einschlieBen mu8,

83

_ g
!



Tf"'ﬂ Tz‘T

#, = raumfeste  karles. Basis
4i = Basis des unverformten Kirpers
Fi * Basis des verformten Korpers
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Bild 4.1 Koordinatensysteme des Korpers
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Bild 4.2 Geradlinige und krummlinige Koordinaten
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Bild 4.7 Normailschnitt einer Fldache

Bild 4.8 Krummungslinien auf einer Schale
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Bild 4.11 Tensorielle Lastkomponenten und tensorielle

Schnittgrofien am endlichen Schalenelement

{ Schrittkrdfte: Kov. gerichtet, Schnittmoments : Kontravar. gerichtet.
Der Verdeutlichung wegen ebenes ©',©"- Raster gewihit. Die
Spannungszuwdchse sind nicht eingetragen. )
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Bild 4.13 Element einer Drehschale mit
Membranschnittkrdaften



Bild 4.14 Wirkrichtungen von Schnittgrdfien in verschiedenen

KOS und Darstellung der Drehung x der
Meridiantangente

Bild 415 Koordinatensysteme beim Parallelogramm und
der Kreisplatte

e Bild 4.16
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Bild 417 Membranspannungen am ebenen Mehrschichtenverbund
mit n orthotropen Einzelschichten

Bild 4.18 Transformation der natirlichen Achsen auf die
Hauptachsen des Bauteils
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Bild 4.26 Theoretische Mittelflédchen-Konturen planar
gewickelter Btden [Zimmermann, 1969]
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chrgangszonen, hier als
Wendepunkt Kegelschale ausgefihrt

einsc

hichtig
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Bild 4.28  Zweischichtige Isotensoidschale

Wendepunkt

g
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Bild 4.29  Einschichtige Isotensoidschale

Wendepunkt

tan y = 0,2

Bild 4.30 Einschichtige, planar gewickelte
Schale
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5. Elastische Konstanten des Verbundes

5«1 Physikalisch lineares Elastizitdtsgesetz

Faserverstirkte Kunststoffe sind Werkstoffe aus mehreren Materialien
unterschiedlicher Eigenschaften. Zu ihrer Berechnung - speziell unter
Kurzzeitbeanspruchung - kann mar, wenn die Verformungen oder die
Spannungen nicht zu hoch werden, auf das Hookesche Gesetz zuriickgrei-
fen., Allerdings sind hier die elastischen Beziehungen fiir anisotrope
Werkstoffe anzuwenden, da die Verstirkungswirkung fast nur in Léngs-
richtung der in die Matrix eingebetteten Fasern erfolgt. Gegeniiber
dem homogenen, isotropen Kérper ist der FX mikroskopisch inhomogen.
Makroskopisch wird er aber schichtenweise als homogen angesehen und
berechnet.

Die Beziehungen zwischen den SpannungsgréBen ¢ und den Verzerrungs-
grofen 7T:; werden in den sogenannten Elastizitédtsgesetzen oder Stoff-
gesetzen formuliert. In dieser Arbeit wollen wir uns nur mit der
physikalisch linearen Theorie, mit dem Hookeschen Gesetz befassen,
Das Hookesche Gesetz kann einmal als eine Annahme angesehen werden,
die der Bestdtigung durch Erfahrung und Versuch bedarf, bzw. es mub
aus der Untersuchung der die Verformung des Kbrpers begleitenden Vor-
ginge abgeleitet werden. Eine andere Moglichkeilt ist, daB man die
Existenz eines elastischen Potentials W voraussetzt und daraus nach
einigen Betrachtungen ebenfalls zu diesem Gesetz gelangt, Hier soll
der letztere Weg gewdhlt werden.

Fiir ein beliebiges raumfestes Koordinatensystem kann nach YGreen/Zerna]
die Beziehung

Y .__,1__(3W § W (5.1)
2 \ 0y 0344 '

angeschrieben werden.

Das raumbezogene Potential W darin ist auch bei anisotropen Korpern

invariant gegeniiber Xoordinatentransformationen, was mit Vorteil ge-

nutzt werden kann.,

Es darf welter fiir infinitesimele Verzerrungen, falls keine Eigen-
spannungen ( E*¥=0) vorliegen,

- gkt i
W= 2 E Ju 34 {E.2)

angesetzt werden, wobei der Proportionalitdtsfaktor Eijkl nicht von

den Verzerrungen abhingt. Da W invariant ist, folgt, dasB Eiak1 ein
Pensor ist, Er wird Elastizitdtstensor genannt und transformiert sich
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wie ein Tensor 4. Stufe.

Zu W mu8 bemerkt werden, daB es entsprechend den beiden Hauptséitzen
der Thermodynamik in zwei physikalischen Arten aufitritt, wobei beide
Male reversible Forménderungen auftreten. Der Unterschied liegt darin,
ob eine groBe Wirkungsdauer der Beanspruchung vorliegt und ein Tempe-
raturauagleich erfolgen kann (isotherm), oder ob kein Ausgleich der
bei elastischen Deformationen auftretenden Widrmetdénungen méglich ist
(adiabatisch), Im statischen Versuch wird angenihert ein isothermer
Elastizititsmodul besser Sekantenmodul gemessen, wihrend der dynamische
Versuch adiabatische Werte liefert. Die Differenzen sind bei kri-
stallinen und glasigen Kbrpern allerdings kleiner als 1 % und k&nnen
vernachlissigt werden; bei Kunststoffen gilt das im allgemeinen nicht
mehr,

Wir setzen nun Glg, (5.2) in (5.1) ein, fiihren die Summation durch
und differenzieren die einzelnen Glieder. Nach tensorieller Zusammen-
fassung aller GroSem erhalten wir schlieSlich das Hookesche Gesets

ki = Summaftionsindizes

) tyhi ; &
T . EY 7 ki mit igkt: 1,23 - (5:‘]

Dieses Gesetr sagt aus, daB jede der neum Komponenten des Verzerrungs-
tensors eine Spannung in jeder der neun Komponenten des Spannungs-
tensors hervorbringen kann (s. Bilder 5.1 u. 5.2). Im allgemeinen
Fall besteht somit der Elastizitdtstensor Eijkl aus 81 GréBen, auch
Spannzahlen genannt. Diese Angzahl 138t sich allerdings erheblich ver-
ringern, wie im folgenden gezeigt wird,

Aus dem Gleichgewicht der Momente am Parallelepiped-Element folgt

die sogenannte "Zuordnung der Schubspannungen" bzw. ein symmetrischer
Spannungstensor

4

gitm = pme (m +1)
Damit erhalten wir fiir dem Elastizititstensor ein erstes Vertauschungs-

gesetz

E (mr.s = E mirs i . (5..‘4})

Weiterhin fithrt die Annahme
a’i& = B'ai
zu einer Vereinfachung. Diese Annahme schrénkt die Allgemeingiiltig-

keit nicht ein, Sie stellt eine Drehung des Volumelementes in der
k-i-Ebene dar, die keine Spannungen erzeugt. Wir ktnnen also schreiben

= ko, mlikt _ y .
Tl'.rn M Fin - gm d-.l by

G-



so daB sich ein zweites Vertauschungsgesetz

E—Lmik miks :E:

=
=

ergibt und der Elastizitdtstensor sich auf 6 x 6 = 36 Elastizitdts-
koeffizienten reduziert,

Es lassen sich jedoch noch weltere Vereinfachungen erzielen: Allgemein
héingen die Elastizitdtskoeffizienten eines Kbrpers von dem Metrik-
temsor g.; des unverzerrten Korpers und dessen physikalischen Eigen-
schaften ab. Infolge der Tensoreigenschaften lassen sich aber durch
Transformation in andere Koordinatensysteme (Heben und Senken der
Indizes mit den Metriktensoren (s. [Green/Zernal, S. 151 und |Dietz!))

i ; ” i 5 i\
E 4 *%:m 3sn Eqmn = Eis = E.si - Es.}r {S'KE'I

ri

Symmetrieeigenschaften nachweisen. Diese driicken physikalisch nichts
weiter aus, als daB bei Existenz eines Potentials die Gesamtform-
dnderungsarbeit unabhingig von der Reihenfolge sein muB, in der man
die Verzerrungskomponenten erzwingt. Das Schema der 36 Elastizitdts-
koeffizienten ist also symmetrisch zur Diagonalen.

Im Falle grifSter Anisotropie erhalten wir demmnach 21 numerisch ver-
schiedene elastische GroBen = trikline Anisotropie. Transformiert man
noch die Matrix auf ein spezielles Hauptachsensystem, das wir durch
drei Beziehunzen zwischen den Elastizititskoeffizienten festlegen
kénnen, so bleiben 18 numerisch voneinander unabhidngige Koeffigzienten
iibrig, fiir die allein der Stoff verantwortlich ist (Bild 5.3).

Un die Analogle zur Kristallelastizitdt heranziehen zu konnen, muf
nach Schaper die Temperatur des Verbundes unterhald der "Einfrier-
temperatur™ bleiben,

Weitere Vereinfachungen des Elastizitétatensors sind aus Symmetrien
der geometrischen Struktur des allgemein- bzw. triklin- anisotropen
Korpers abzuleiten.

5.2 Einordnung von Mikrostukturen nach der Kristallelastizitid?l

Der Elastizitdtstensor Eijkl bezieht sich bisher auf ein beliebiges
Koordinatensystem., Wird das Koordinatensystem nun so gelegt, daB
seine Achsen mit Symmetrieachsen des Korpers zusammenfallen, so kann
gich die Zahl der 21 Koeffizienten (triklines System) bis auf 3
(isotropes System) verringern (s.|Voigt], [Lekhnitski], [ Hearmon;,
[Love])szie Einarbeitung der Symmetrien erfolgt, indem man von dem
bisher beliebigen raumfesten Koordinatensystem als von einem mit
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kartesischen, Zylinder-, Kugel- oder schiefwinkligen Koordinaten
versehenen System ausgehen kann und von diesem Transformationen des
tnn@f&

Ausgangssystems vornimmt. Da das elastische ‘Potential W erhalten

bleiben muB, gilt nach einer Transformation in ein Tilde-System die
Beziehung (fiir W wird auch T, geschrieben)

-y o &l t}kl - _1_ uvst ™ e
W = Ty, 45 Bij Ja = 3 Juv b’st . \S. ¢}

Der Grad der Reduktion der Anzahl der Elastizitdtskonstanten hingt
davon ab, ob Symmetrieebenen und ob eine Symmetrieachse der elast.
Eigenschaften vorhanden sind. Symmetrieebenen teilen dabel den Korper
in spiegelgleiche Hilften, wihrend n-zéhlige Symmetrieachsen angeben,
nach welchen Winkel §; =27 /n; eine Ebene des Kbrpers, in der diese
Achse liegt, wieder elastisch gleich ist., Als Spezialfall ist die
reine Rotationssymmetrieachse zu erwihnen. Eine Tafel iiber die Ein-
teilung der Symmetrieklassen findet man bei [Heimeshof?, 1969].

5.2.1 Kartesisches Ausgangssystem

Mit Erfiiilung der Identitdt in Glg. (5.7) durch Einsetzen der Trans-
formationsbeziehungen aus Anhang I

= Ax'  2x™ - L o~
FMV = ’D-\Eu af*-v ~6.l.mn i gu 9'\! rl""

gelangen wir zu Aussagen fiir die Koeffizienten ElmOP. Das sieht im
einzelnen folgendermaBen aus:
Als charakteristische Symmetriebeziehungen liegen

W Foo)

n

W (%)
bzw,.

w (-a.’: 9..: ?Lm\ = w (,'Kuv)

vor., Weiter kxann fiir das elastische Potential

A el A puvst ~ o~
W =75E W liXa =7 E Tuw ¥t
~uvst
= -‘lz- Euv [* ...': kT g; Qt ‘6.,1, {(Allgemen) (5.8a)
_ 4 uvst 1 o™ E o 01: (v‘n’l dev Sljmm0~
- E 2% Tiw Gs 4 Yop teiecielle ) (5.8b)

angesetzt werden., Wir gewinnen daraus durch Gleichsetzen mit (5.7)

4 Akt _ A puvst gt gm a: at
ZE 3 U.'" ‘kl = 2. E 'C-‘I-\ -V TLIM ~5 "‘LTO'P
bzw.
Ll uvst VT WY "N Y T -
( £ QL ey 9¢Q, | Tigfm =0 (5.40a)}



Das sind 21 homogene Gleichungen fiir die 21 Elastizitdtskoeffizienten
Eijkl.

Wenn wir an dieser Stelle auf das kartesische System {ivergehen, so
erhalten wir etliche Vereinfachungen. Beim kartesischen System sind
ko-, kontra- und gemischtvariante Tensoren gleich, Statt der kontra-
varianten Bezeichnung Eijkl wird dort meistens die gemischtvariante
Bezeichnung ci! benutzt und statt der Verzerrungsbezeichnung 7 der
Buchstabe e. Damit erhalter wir die Verzerrungen

— L wa ~ 5 —t 5 a1 op
euv = gu\ g\f Q‘\.M- b 3 = o‘o Q\a e

und aus (5.9 a) wird an den Symmetriestellen (Symmetrieachse oder
~ebene)

A(cd - ol dlel8B) ey et =0 (5.46)
Die allgemeine PTransformationsbeziehung bei beliebiger Drehung oder
Spiegelung lautet

T4 = cw @'atgsal .
c"!'. = Cst quav gﬁgl . (5 qc)

Man kann die Glg. (5.9 b) auch in Matrizenschreibweise zusammenfassen,
so daB

1 (e-a)v=o0. (5.1040)

Darin sind € die Einheitsmatrix, f eine 2i-reihige, guadratische,
unsymmetrische Matrix und T ein Spaltenvektor mit den Komponenten

¢t .

In ausgeschriebener Form, und wenn die gi=ai(?*ﬁ)ﬂull bzw. gt = Si
sind, erhalten wir aus Gleichung (5.9 b) die Aufstellung in Bild 5.4
oder 5,5, Im allgemeinen Fall wird aber besser nach [Heimeshoff, 19691
vorgegangen (vgl. |Hearmon}, S.,12). Wie dort gezeigt wird, zerfillt

(5.10) in sechs Teile fiir die EK

o e o ol ol 3 = .
(.ra 9 CWS Yy CSS ) C‘s-_a. ! c'33 b} C31 (d'{!‘ 'z. )

Vereinfacht verbleiben dann
(é B Dl{m)tm = 0 (k= 12... 6) . (5.10b)

Uiber die Ausarbeitung der Matrizen O, und T, in Pabelle 5.1 kam
Heimeshoff numerisch zu dem Losungschema dermw,, und zwar fiir die
Fdlle, wenn die xS-Achse eine 2-, 3-, 4- oder 6-gihlige Symmetrie-
achse imt, Die allgemeine Lsung der homogenen Gleichungssysteme
lautet
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T

(i) = Efu e Py - =)
Dabei sind die Faktoren 14 freie Parameter, die Elemente der Spalten-
vektoren D)y sind Zahlenwerte und r gibt den Rangabfall der Matrizen
Q) an.
Wenn die x1- xz-Ebene eine Symmetrieebene ist, so kionnte das gansge
Lisungssystem in entsprechend vereinfachter Form neun entwickelt werden.
Allerdings ist das nicht notwendig, weil man die Spiegelung auch als
Drehung um die x1- oder xz-Achse auffassen kann., Nur ergeben sich
dann die gwischen den Elastizititskoeffizienten cﬁ bestehenden Be~
ziehungen aus Tabelle 5.1 erst durch zyklische Vertauschung der Indi-
zes i, J, k, 1. Das Auftreten zwei- oder dreifacher Symmetrien be-
deutet eine hintereinandergeschaltete zwei- bzw,., dreimalige Anwendung
der Tabelle 5.1.
Im folgenden wird aber bei Vorhandensein von ein, zwei oder dredl
Spiegelebenen ein anderes, hdufiger benutztes Verfahren verwendet

[Hearmon], [Love].

a) 1 Symmetrieebene (Monokline Anisotropie)

In diesem Fall gilt fiir die Koordinaten des neuen und alten Systems
der Zusammenhang

. (s.12}

1 o o 4 0O «
Al =lo 1 of ,[AT=]0 4 o[, IAl=[Al=~1(Spreqeluna)
o o -1 R
wenn ~ ~ =y
a Y e v Dxr = - g DX _ =Y i r
w7 T 5, Y Bx? L =& axs . P S

DPie obigen Transformationsbeziehungen werden in das elastische Poten-
tial W eingesetzt, ausgedriickt durch das zur elastischen Symmetrie
gehbrende Tilde-~-KOS. Das filhrt im Koeffizientenvergleich (5.9 b) mit
den nichtverschwindenden VerzerrungsgriéBen des Ausgangssystems zu
einem Widerspruch in den Vorzeichen der im Bild 5.5 unterstrichenen
Ausdriicke.

Es ist z.B. bei e,, e”> zu finden, daB

11 13 41 1 o=t o~ L3 Tes i 44
C;; 6,87 + ¢ ,o0,a e, e = C.,, 8. &

o
o



sein mu8, Das bedeutet, da 41 und e23 im allgemeinen nicht verschwin-
den,bzw, dag c;; = 0 zu setzen ist.

Dieses Ergebnis kann aus Tabelle 5.1, §,=T oder ny = 2 direkt abge-
lesen werden,

Von dem triklinen System werden also die GrtBen Null, die einmal oder
dreimal den Index 3 haben. Die endgiiltige Elastizitédtsmatrix ist in

Bild 5.3 aufgezeichnet,

b) 2 Symmetrieebenen (Rhombische Anisotropie, Orthotropie)

Bei mehreren Symmetrieebenen werden die Transformationen nacheinander
durchgefithrt. Es muB bei zwel Symmetrieebenen noch zusdtzlich zu a)

die Transformation auf das KOS der zweiten Symmetrieebene mit
;(“I=_Xq . -i2= X'L ! ’iE =x3 (5.43)

durchgefithrt werden. Diese Transformation mit

-4 0 0
(K] = | o 2 of , [A]-[A"
c ¢ 1

erzwingt, was hier ebenfalls nicht ausgefilhrt wird, auch ein Ver-
schwinden derjenigen ElastizitétsgriBen, die einmal oder dreimal den
Index 1 tragen.

c) 3 Symmetrieebenen (Tetragonale Anisotropie)

Zusdtzlich ist zu b)
ca . ~l 2 ;21 k) (5_44)

(A =1t 0 ol . Al - [AT" - 1A)

9

vor. Wir kénnen feststellen, daB gegeniiber b) keine zusédtzlichen
Glieder mehr verschwinden, da die Indizes 1 und 2 ungerade gekoppelt
auftreten.,

d) Transversale Isotropie (Hexagonale Anisotropie)

Dieser Fall beinhaltet Rotationssymmetrie um die senkrechte Achse,
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da die Achse der elastischen Symmetrie n = oo =-zdhlig (n3 = 6 be-
deutet genausoviel) ist. Bei dieser Symmetrie gilt (Bild 5.3), daB

der Korper an Jjeder Stelle, die von einer Parallelen zu der Rotations-
achse g getroffen wird, ebenfalls rotationssymmetrisch ist. An allen
Punkten der Ebenen senkrecht zu g sind in allen Richtungen die gleichen
Eilastizitdtseigenschaften anzutreffen, auBderdem muB fiir beliebige

Winkel ¥ =¥, das elastische Potential dasselbe sein. Wir leiten daraus
die Zusammenhinge

Ve iy +xPsing , X=X sy L % =
bzw. n u J ) L (5.15)
x'= ¥ oun - X" S g )Xz= )t"siudg +§'<‘cm<g» o XA X
ab und finden damit die Transformationsmatrizen
cos s1 0
- [ Y1 Ing — e
(K] = Loy @t o |, [81- (AT = TA) .
[l

Bei Rotation sind die Determinantenwerte im Gegensatz zur Spiegelung
lAlm. =+ (5.16)

Eine ausfiihrliche Herleitung der Elastizitdtsmatrix bei transversaler
Isotropie istﬁd}ove], S. 149,2u finden. Hier wird sich mit ihrer
Angabe in Bild 5.3 begniigt. auch

Der Verdeutlichung wegen sollen~¥Aussagen fiir die EK mit Hilfe von
Tabelle 5.1 gemacht werden. Nach dieser Tabelle liefert der Koeffi-
zientenvergleich fiir die Vektoren T,

(11 )
C:: ’[1) : ~ A, = C:: und A, = ¢y,
o )
F& 3 Sowtr e
a = l"ﬁ 4 > +ll‘_1 T 4 23 .2 —A(C"—C«)
Car Z by Caq = Cz2 10 = FAREL 22/ 2
11
Ci; 1 0
{ {
c;;l g -
_ _ 1T
Y ‘—13 ~ Ay, =0y m Gy
Caq 4
'G‘l 1
43 A1 3 33 :
S . p = Ae ~ ky =0 =c, g O, 7R
C. 1|
3
| 3

Zwischen diesen EK (hexagonales System) bestehen wegen des positiv
definiten Charakters der Verzerrungsenergie Glg. 5.2 folgende Zu-
sammenhinge ([Hearmon], S. 14)

Ak 1
[T R P
" 7 11 2 usq
H
C.z Coy
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bzw. 1 1
A M 33 1 - 41]2 LAt 33 1.2
(C‘V\) >(C21) 3 C53 (C‘M s bt =W t’ Z(cs’,!, 9 -4 C_!'_: > (Css) .

e) Isotropie

Nun gelten zusitzlich zu d) nacheinander die Beziehungen

. ~7 ~d
¥ = %7 con§ - x* Snm'g 4 K= x" sy K = xscm‘% + %" S

und (6.3}
re A 1 re 2 3

it

=% 4 X = xZUn? +ngwg Y X xlw;g-xzymg

Dazu gehtren die Transformationsmatrizen

-

[cos§ 0 -swe. 4 0 0

[K] - | 0 1 0 und [K]-—-—- 0 cos® sin® | |

J -swnk Lc.s"’)

54

Bei der Isotropie soll hier weder nach dem einen noch nach dem anderen
Verfahren (Vertauschung der Indizes bei Anwendung der Tabelle 5.1) die

Besetzung der Matrix abgeleitet werden. Der Leser sei aber auf [Heimes-
hoff] und [Love] verwiesen.

5.2.,2 Ausgangssystem allgemeiner Rotationskdrperkoordinaten

Im Falle der Anwendung des allgemeinen Hookeschen Gesetzes ist es
immer moglich, das kartesische KOS zu benutzen. Jedoch ist es in
manchen Fidllen nicht zweclkmifig, den Elastizitdtszustand in diesem KOS
zu beschreiben, so z.B., wenn sich Elastizitdtskoeffizienten konzen-
trisch zu einer Mittelachse verdndern. Bei Verwendung von Zylinder-
koordinaten z,.B. konnen wir dann einfache Symmetriebedingungen ver-
werten,

Die Art der Symmetrien ist in den Einzelbildern des Bildes 5.3 mit
eingezeichnet. Zur Reduktion der Matrix bei trikliner Anisotropile
werden in die Auflistung von Bild 5.5 die¢ entsprechenden 53;, 5;
eingesetzt.

a) Eine Symmetrieebene (Monokline Anisotropie)

Der Zusammenhang zwischen altem und neuem KOS

T‘: r " i.—.—._g )F'z :E ‘,S."&)
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fiihrt zu der Elastizitdtematrix in Bild 5eds

b) Zwel Symmetrieebenen (Rhombische Anisotropie)

Jetzt kommt noch die Spiegelung in Drehachsenrichtung dazu, d.h. es
wird zusitzlich 7z =-%  berilicksichtigt. (5.1a]

¢) Volle Rotationssymmetrie (Transversale Isotropie)

Bei vorliegender Rotationssymmetrie gelten die Symmetriebedingungen

";(:rcosg 3 §=Y‘5iw§ 3E=‘E, (‘5-7-0)

Ist die r - % - Ebene auBerdem Symmetrieebene, so kommen wir mit zu-
gitzlicher Beriicksichtigung von 2 = - % wiederum zur transversalen
Isotropie.

5.2.3 Schiefwinklige Koordinaten (Paratroper Kérper)

Wenn die Elastizititselgenschaften c;, des anisotropen Kérpers im
kartesischen KOS bekannt sind, dann ist die Bestimmung der Eik in
einem schiefwinkligen KOS (WﬁLS) eine reine Transformationsaufgabe
[Kaczkowski]. In den Ausdriicken fiir die neuen EK werden als Parametier
insgesamt neun Richtungskosini der 3 Achsen auftreten. Diese Richtungs-~-
kosini geniigen bei der Achse ] z.B, der Beziehung

s (F,%) + cos’(,y) + cos*(%,2) = 1.

Damjt wird die Anzahl der neun unabhingigen Parameter um die Anzahl
dieser drei Beziehungen auf sechs herabgesetzt.

Der Vorteil liegt darin, daB fiir ein spezielles, auszusuchendes KOS
(weitere drei Bedingungen) eine ebenso einfache Elastizitdtsmatrix
wie beim orthotropen (9 unabh. EK) Kérper aufgestellt werden kann,
allerdings nur, wenn wie beim orthotropen Korper zusdtzlich noch
gechs bestimmte Zusammenhdnge zwischen den Cix im kartesischen System
bestehen. Das dafiir auszuwdhlende KOS ist das der sogenannten kon-
juglerten Elastizitédtsrichtungen. Sie entsprechen den Hauptrichtungen
beim orthotropen Kérper. Ein spezieller Anwendungsfall ist beim zwei-
dimensionalen Problem die schiefe Platte.

5.3 Technische Elastizitdtskonstanten

5.3.,1 Reduktion der Vierfachindizierung des Elastizititstensors




Bei denr mit vier Indizes behafteten Steifigkeitskoeffizienten in den
Elastizitdtematrizen (abgek. EM) des Bildes 5.3 e kann rein formal
eine Umbenennung vorgenommen werden. Bisher galt

o el 1Y (mit i,i,k,1 = 1,2,3) (6.21a)

und nun soll

<* = ct 77 (mit g, =1...6) (5.2,

gelten.

Diese kontravariante Darstellung eines sechszeiligen Vektors darf fiir
kartesische Koordinaten, bei denen ja q;rq{gilt, auch auf folgende
allgemein ibliche Art umgeschrieben werden

T, = Cqe To (mit g =1...6}, (5.24¢)

DaB Gig. (5.21 ¢) statt Glg. (5.21 b) geschrieben werden kann, be-
weisen die nizchsten Zeilen. Es gilt z.B. fiir die erste Zeile i = j =1

1

- Ay 11 41 a1 A4 1y A4 1
T = ChT i C-ﬁ.T T LY MLTTR |

a4 11
e Can ¥ +

a1 11 41 34 M1 .32 A1 33 ,
MLSRTY ¥ + Can + CJZT T Cy ¥ (5.27;;
11 .33

Sial

2
= Gy v et ARyt Gt 2T Y O

Im iibrigen bietet Glg. (5.21 c) gegeniiber Glg. (5.21 a) den Vorteil,
da8 sie sehr einfach als Matrizenbeziehung dargestellt werden kann,
Als Identitdten fiir die Spannungen sind danach festzulegen

'C"=”C..| R tu___ T! ?.c:l]: s ,cz's=tq y ,543:,.:5 i ,b-n.:,.cb. (5‘25)

Der Zusammenhang zwischen tensoriellen und technischen Verzerrungen
ist

Pl

T = 4 N yE =T ;2‘613_-'&12]"'3-‘(5 y 2" = ¥e - (5.24)

Nach Einsetzen der Beziehungen (5.23) in (5.24) gilt damn
1 " X 41 4 a4 1
t4= T '= (':: T«l + c':.; I'L + C;E TJ +ZC13%F£..+ Z.C‘l‘jz-'{; +2 Cﬂz—ihrb ?
was mit (5.21 c¢) direkt verglichen werden kann

Tq =Gt Yl FCu s + G Ty T Cs Ts + Ve

Die Koeffizientenvergleiche fiir die anderen Indizes fiihren nach | Dietz
S. 29, auf die Identitdt zwischen den EX
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2 3 144 34 a4
C::_-‘- C;.b 5::1. ™ Sq-l') 544 B s‘ﬂl b} s-‘: = 6'\! 4 5‘!'1 = Ed‘“” 54“ ol 2. 5“5 ? 5,‘4 Z SA&
== 4
- 23 33 21 4| Ay =l
€2 =Css €4 T Cse ‘ S71 ™ Saz 9 83, = Sg3 0 5y 75240 $py T 05 S5 =g
A
33 »_1 31 U7 gl
5., =8 My ety 5y; =75351 53 5 F 73a
3 33 3233 2734 Va4
| 3 (5.25)
A

5 T T3 _ e _ A 42..,'1‘_:‘_
Bex dew ‘ S5 = T Suns 823 T 7 505y Spn T 7 Ve
Ster figkevtswmairizen

ist dev Vovfnkl‘ov‘ AR

Dabei waren von der Indizierung her folgende Ubereinstimmungen an-
wendbar

1M 8 A, 23 2 4
22027 , A3 2 (5.26)
23 2 , 12 2 6.

Der Gebrauch der Bezeichnungen Cqr,5 i8t erst in neuerer Zeit geldufig
geworden. Lechnitzki verwendet noch die Symbole

A = ¢

qr =45

qr 9 Ogv qr

5.3.2 Zusammenhang Steifigkeitskoeffizienten - Nachgiebigkeitskoeffi-
zienten

Der Zusammenhang zwischen den Steifigkeitskoeffizienten ¢,, und den
Nachgiebigkeitskoeffizienten s, i8t durch die Inversion

1

[8] = [C] oder [e] (s =11]
(_1)1"" (5.21)
bzw, durch Sqr =TTy |qu]

Unterdeterminante

gegeben, worin die Determinanten nichtsingulédr sind,

Bei der Ermittlung der funktionalen Zusammenhinge zwischen den ela-
stischen Gr&Ben wird statt des komplizierten triklinen Systems ein
vereinfachtes System gewZhlt. Ein System das alle wesentlichen Sonder-
fdlle im Faserverbund beinhaltet, ist das rhombisch anisotrope System
(Bild 5.3). Bei ihm liegen gemiB '

Tq= Cqr 3r und g = Sgr T» (4w =4 ¢ )

die Matrizen



-C" C12 C13 0 0 Oﬂ _511 5.2 Sa3 0 & 0
Cay Cp3 0 0 0 S22 Sx3 0 0 0
533 0 a O 533 O O O
L (5.2
(e1- Cu0 0 s sy 00 ’
Ces O sss O
Symm, 7 symm. Sec

vor. In diesen sind die unteren drei Gleichungen entkoppelt. Somit

ergeben sich direkt
: 1 1 4
5 = —— =l — LY
Ly Cl"' 3 555 Css 3 S‘G = . (5.?.90)

Mit der Restdeterminante, nach der Sarusschen Regel bestimmt,

& 2
lc IRut = (522 C33 - Ca3 )" Ciz (Czs C43 ~ Cqz ng) + Cqy3 (qu Cpz3— Cy3 sz) (5.2ab)

folgen als Zusammenhdnge zwischen den Koeffizienten([Puck], S. 290)
1 ik -1
T (ca2 c33-c23’) » Sz gy (CrzCaa-Ca3cq3)

1

1 N 1
g = il — = —
13 Idl (C12C23 CZZC‘HI ) 522 -ld] (C11 C33 -C132 ) (S-ch)

s =y - _ " 2
2SI c) (C" Cz3 = Cqp 613) s Su T (€1 €2 -Cyy ) .

5.3.3 Techniasche Elastizitdtskonstanten

Im allgemeinen ist es iiblich, nur indirekt mit den EK cig und sig

bzw. ¢4, und sy 2u rechnen. Man verwendet lieber die sogenannten
PTechnischen Elastizitdtskonstanten. Obwohl diese GriBSen keine EKon-
stanten sind (kein Tensor nullter Stufe), wird doch im allgemeinen
das Wort Konstante benutzt. Eigentlich darf man nur beim homogenen,
elastischen Kdrper von Elastizititskonstanten reden.

Es gllt fiir den itriklinen Korper nach den Gruppierungen von Bekhterev
({Lekhnitskii], S. 13) die Nachgiebigkeitsmatrix

.
i 4 Y24 =V 13,1 MNaa,a :}1«.,1 -]
Ea £, E4 ES Ea £, g ks v
-‘341, : G —-\)sz_ ﬂZ} 7 351 L 1 azz 1. Index Ufgq;{,,c
EZ | EZ EZ EZ E2 EZ |
-3 =Y.3 : 4 —m . e
i
rs] = R BB B E, (e
| A ey Uaas
i G'Z.s Gl-u, (!'l-;g,
T _.._ﬂ Ak qu.ﬂs
CS%MM. ) G""L G‘«:-
R,
3 L Cn |




(Hiufig werden in der Literatur, so auch bei Lekhnitskii, die V.

und v,, an verschiedenen Stellen vertauscht benutzt). Darin sind die
E11, E22’ E33 die Young-Moduli oder Elastizitsmoduli die GZS’ G13,
G12 die Schubmoduli und die Voqr Vaqe V3o die Poissonzahlen. Die j;, .
usw. sind die drei Koeffizienten von Chentsov und diew,,, usw. die
sechs Koeffizienten der wechselseitigen Schubbéﬁnflussungen.

Fiir den orthotropen Korper reduzieren sich die Nachgiebigkeitsmatrix
und die zugehtrige Steifigkeitsmatrix, wobei der Einfachheit wegen
B,y = By, By = B, und Eqg = Ey gesetzt wird (vgl. [ Lempriere])

.4_ =Nza N¥3q 0
Eq E‘q Eﬂ
o |
jﬂl— .i- i’}.L : ~
E, EN E, 0
| , “ .
D %) |
E9 ) (5.310}
[Sni= Ase) A1 ,
Ga3
o =0 S
(syww.) ! e
L T

Als Steifigkeitselastizititsmatrix erhdlt man gem#8 {x§=[C]{vr] und
[c1=10s1" ([Mil-Handbook 17 Al, S. 327)

E-}?.I. (’1-‘);,3‘)3;_) E—:J (\3.“_ +V), \)31) % (\)ﬂ_ + V“V‘IZ) O 0 N T

% Vs 03) '-Ei A-¥3a¥y) B2 (tvav) O 0 0

[C] = E_':'(\"'"w’“v"ﬂ % A ‘% (1-v4v) O 0 0 (5.316)
Gy 0 0
613 o

(Slawrm.) ;

L
N = (’1 TR/ PR PP \)‘32 = \’3.1\’13 - 2 V,, V23 Va4 ) -

Da Symmetrie zur Diagonalen wegen der Existenz eines Potentials vor-

liegt, gelten die drei Beziehungen (auch fiir Matrix (5.30))

EaVon = EuVay 3 EBa Vg = v,y 5 EBaVp = Euvy, - F.2L

Die dann noch vorhandenen neun unbekannten ElastizitdtsgrtBSen des
orthotropen Korpers werden im allgemeinen aus Versuchen bestimmt,
Dabei wird man zu ihrer Ermittlung die Nachgiebigkeitsmatrix [ S1 her-
anziehen, da die 83k gegeniiber den Ciyx die einfacheren Beziehungen
mit den Grundkonstanten vorweisen,

Bei einer Transformation der Elastizititsmatrix des orthotropen Kér-
pers infolge einer Drehung um die 3~Achse ergibt sich formal dieselbe
Besetzung wie beim monoklinen Krper.
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At

Entsprechend den Besonderheiten eines unidirektional hergestellten
Verbundkbrpers gilt fiir diesen niherungsweise recht gut das Elastizi-
tdtsgesetz des transversal isotropen Korpers. Bei diesem Korper gibt

es eine Ebene, in der in allen Richtungen die elastischen Eigenschaften
gleich sind. Da im Faserverbund hdufig eine hexagonale Anordnung an-
gengﬂmﬁadggfden darf, ist dieses physikalische Modell zur Beschreibung

einerYUD-Schicht heranziehbar. Infolge der Gleichwertigkeit der Eigen-
schaften in 3 und 2-Richtung gelten

d (5.3%a)
un Caz = Cuz C,, = C3zj

bzw. in technischen Begriffen
E: = E 3 G = G

(5.33b)
Yoo = ¥

B Y V,, = Vi, 5y Yz = Vi, o
Als zusdtzliche Gleichung liegt vor, herriihrend zus der Existengz der
2-3-Ebene als Isotropieebene, daB

Sy = Z (82 —S2s) wwmd o, = ":'." (Cyy ~ Caa) (S.3%0)
Npy = @—————— (5 3u4b)
. 23N sEnY2a)

ist. Es verbleiben 5 Konstante (=. [MIL-Handbook], SYIE31Ne

Mit den typisgchen Verbundbezeichnungen # fiir in Paserrichtung und
1 fiir senkrecht zur Faserrichtung und den Identitdten H = 11, 1 = 22

bew. 33 und I} = 12 bzw. 13 beim Schubmodul =ind dann die Elastizitédts-
matrizen (5.35)

> 4

A N =Yy 0 _\ -(4-\’:1) Ey Yau (1*\-’;;}& V¥ (44L\?.|.ﬂ Ey
e &, & 0 O N N N 00 o]
-Yus 4 -V (4= YouYur) Ex (\)A.I.*V.LHVEJ_E_J.
E, T —Ef= 0 o 0 X N 00 0
4 {(A-Van Vi ) Ea
— 0 0 0 —=—0 0 0
[s]= B y €= N
=T 0 0 - G.u. o 0
4
; s ) Gy O
4
i G h
(5.250 ,b)

tn
-
H



aus den Grundkonstanten V,,,E,,V,,,,und G, herleitbar. Die Grofe
Gy errechnet sich aus Glg. (5.34 b) und N = (4-v,)(1-vii -2 Yo V,,)
Weiter ist £, = E, v, /v, -

Tauchert/Guzelsu haben aber z.B. fiir BFE herausgefunden, daB es sich
bei ihm mehr um ein tetragonales Material handelt., &,, whre also als
sechste unabhingige Elastizitdtskonstante zusdtzlich zu ermitteln
(s. auch [Enie/Rizzo]).

Als Beispiel fiir einen speziellen transversal isotropen Kbrper seien

fiir zwei EKohlenstoffasern die Ergebnisse einer Berechnung der Grund-
konstanten nach den Formeln (anderes KOS 1,2,3!)

2z
E A4 _ GafC,tCy) - 2oy

1
= G, = — =¢
2 £33 Coq + Cyp 3 13 Sy B )
2,
- 1 - (("\1 = c"?.) ( Laa c;!. + c"lt.cy; = Z‘cq'g, )
E s o £ ’ (5.36)
‘“ Can €33 ~Cn
Sq3 c'lﬁ C 1 4 A
e e e e ) = — =, ——— = = —{C,. - v
Vas Saa Caa + Cyy ? 1 B O i) we 2, ( 44 41.)

aus [Dean/'l‘urner] und [Goggin] in Tabelle 5.2 angegeben.

Filr Isotropie verbleiben die einfacheren Matrizen (vlg. Bild 5.3)c
4 -V

-y
+— &= & 0 0 0
et G 129 °
(s] = = 0 0 0] (5 3%)
a0 0
@ 4
(Sﬁmu.) E O
4
B G |
e 25 0 00 0 | frep o 20 0 0
w0 9 0 | AMpo k0000
%" o o & B 00y
[C] = -2y (5.37b)
e 0 0 M e 0
Ry
¢ 0 J
(Sljunm.) Ls“lw‘w')
] e ] L M
mit E= 26 (1 +v)
oder mit den Laméschen Konstanten
- Ev &y 41 —
* (a+ VY(A-2v) a~zv Cu =t
(5.37¢)
he wEmer et el mtlae-ad)



5.4 Elastizitdtsgesetze spezieller Faserverbund- hzw. Schichtkdrper

5.4,1 Beziehungen zwischen Spannungen und Verzerrungen

Beim Ubergang vom dreidimensionalen zum zweidimensionalen Korper ver-
einfachen sich die Elastizitdtsmatrizen je nach der Reduktion der
Spannungs- und Verzerrungsgrifen.

Tn diesem Zusammenhang wird auf die wohl anschaulichste Schreibweise
der Spannungs-Verzerrungsbeziehungen iibergegangen (Bild 5.6). Fir
die Normalspannungen und Dehnungen stehen die einfach indizierten
GroBen G und ¢ . Bei den Schubspannungen t gibt der erste Index
den Schnitt und der zweite die Richtung an. Fir § gilt dasselbe.

Reine Symmetriebetrachtungen fiihren zu den vier Elastizitdtsgleichungen
des rotationssymmetrisch belasteten, orthotropen (aber auch des trans-
Rotationsktrper . werden, wenn keine Torsion vorliegt, T 23 bzw. T 23
Null. Sind keine Laibungsspannungen da, 80 wird’t12 = 0,

Eine Vernachldssigung der kleinen oder nur ortlich auftretenden Spann-
ung o 3 also der Spannung in Normalen-Richtung, fihrt zu den dicken
Platten (Skizze 2). Es verbleiben bei ihnen maximal - ohne Symmetrie-
betrachtungen - fiinf konstitutive Gleichungen. Die eliminierte dritte
Gleichung dient lediglich dazu, beli ermittelten 61, G, die an und fir
sich uninteressante Wanddickenverzerrung zu bestimmen.

Skizze 2 und folgende Skizzen zeigen als Beispiel UDV-Kdrper.

Wenn aus Symmetriegriinden zusédtzlich 1‘23 = 0 gesetzt wird, so kommen
wir zu der rotationssymmetrisch belasteten, dicken Ereisringplatte
(Skizze 3). Es verbleiben vier Gleichungen.,

Bei dem zweidimensionalen Problem haben wir zwei Zusténde zu unter-
scheiden, den ebenen Forminderungszustand (EFZ) und den ebenen Spann-
ungszustand (ESZ).

Einem EFZ unterliegt die durch Skizze 4 dargestellte Platte. Bei ihr
ist ¢© 1 die Verzerrung in 1-Richtung, behindert. Weiter gilt, daB
f13 und 4o Null sind. Als EM erhalten wir hier, nach Einsetzen der
Beziehung

€, = 5,6, + 5.6 * 536 =0

(diese Beziehung verbleibt die Bestimmungsgleichung fiir 5&), und
Blimination von BH in der zweiten und dritten Gleichung eine 3 x 3
Matrix,

5-17



Fiir den ESZ (Skizze 5) ergibt sich - wie zuvor Orthotropie oder trans-
versale Isotropie vorausgesetzt ~ eine ebenfalls um drei Spalten und
%Zeilen reduzierte Nachgiebigkeits-EM, Nur braucht hier bei der Nach-
giebigkeits~EM nichts eliminiert zu werden, da Glieder der rechten
Seiten verschwinden, und zwar 63, T23 und 113.

Gerade umgekehrt ist es bei der Steifigkeits-EM. Bei EFZ &ndert sich
fiir By = 0 nichts, aber fiir ESZ (G' = 0) folgt eine reduzierte Steifig-
keits-EM [C]. Diese Matrix wird in der amerikanischen Terminologie [Q]

genannt. Thre Steifigkeitskoeffizienten q,, hdngen mit den ¢, wie folgt
zusammens Athien/lwhiiueu] Lhechnidcld maal

Cga C
q‘:}r- = cqr - Bk (3-‘” o 412#‘)‘,(5),0‘)

a3 s (s.38a)

Damit 8ind Qg = Cgo und Que = G0 = 0 beim orthotropen Korper (vgl.
die Glg. (5.39)). Der Zusammenhang dieser Koeffizienten mit den tech-
nischen ElastizitdtsgrtBen ist z.B. fiir Orthotropie

E BT =
Q"\’i = A’qu ? qzt = E%-bi 1 Q'bé — G;“‘L ?
g2 o (5.38b)

Grz = 820 = Y91 = Y%, -

Wenn keine Orthotropie gegeben ist, so sind F 46 und 956 ungleich Full,
und es 18t sich kein so einfacher Zusammenhang mit den technischen
ElastizitidtsgrivBen wie zuvor geben.

Hat das Hauptachsensystem des Bauteils einen Winkel zur Elastizitédts-
hauptachse, so ist eine Transformation durchzufiihren, und es sind alle
Eopplungsglieder wieder voll besetzt wie beispielsweise in Skizze 6.
Die Verzerrungen €3’~623v 513 kdnnen nach Bekanntsein der 61,52,212
berechnet werden,

Elastizititsgesetz (nicht im Gleichgewicht) die Schubspannungen sz3
und T’13 Null gesetzt. Es ergibt sich dieselbe Form der Matrix wie
bei einer Scheibe.

Piir eine umfangsgewickelte Scheibe ist neben Skizze 8 die Elastizitdts-
matrix aufgeschrieben, Die Belastung sei ebenfalls rotationssymme-
trischzlﬁie gich die Gesamtelastizitdtsmatrix eines aus Einzelschichten
bestehenden Laminates ermitteln 1l:#Bt, wird Abschnitt 5.6.2 zeigen.

Zum Schlu8 noch eine Bemerkung: Bei aus dicken Schichten aufgebauten
Korpern kann verhdltnismédBig einfach die Lisung der Differentialgleich=
ung mit numerischen Rechenverfahren erzielt werden. Das bedeutet, es
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ist eine Diskretisierung entsprechend den Schichtstidrken durchfiihr-
bar. Bei vielschichtigen diinnen Schalen ist das zu teuer. Hier wird
deswegen von den Einzelschichten zum Laminat iibergegangen und ein
Schalenelement mit Laminateigenschaften verwendet.

5.4.2 Beziehungen zwischen SchnittgritBen und Verzerrungen beim MSV

Ausgehend von den Spannungen in einem bestimmten Schichtelement mit
beliebiger Ausrichtung des Bauteilhauptachsensystems zu den Orthotro-
pieachsen einer Schicht kann fiir eine dicke Schale nach Umordnung
geschrieben werden (die eingerahmten Glieder werden Null, wenn die
Plattenorthotropie in Hauptachsenrichtung liegt)

{6}, = Ccl, i€},
f G \. i . [ 1 f
4 | G qda q"b 0 0 E"\ \
: Ty A9e Ordnet !
5, Q24 922 Gee 0 4 £, [
ISR M ST P PO R (5.34)
Tes o ) oliic'% | Cos B
'lzu.._.. 1 el
L Taaly L O 0 o Csu Css R TT R

Das Mitfiihren der Glieder ‘t23 und 't13 stellt den Unterschied zur
Kirchhoffschen Plattentheorie heraus. Die Schubspannungen.’t23, T3
werden trotz der im allgemeinen diinnen Verbundschalen an dieser Stelle
mit aufgefithrt, weil nur mit ihnen der Spannungs- und Verformungs-
zustand an freien Schalenrdndern erfaft werden kann, AuBerdem stellen
sie die schon erwdhnten interlaminaren Schubspannungen dar, die fiir
die Festigkeitsauslegung von Bedeutung sind,

Fiir die diinne ebene oder auch schwach gekriinmte Schale bleibt in
(5.39) der linke obere Quadrant iibrig. Als Spannungsdehnungsbezieh-
ungen der Schicht gelten

b; =9iv £ bew. {G}h = [Q]& {E]h . (S40)

Genau wie man beil der Schale vereinfacht zu den iiber der Schalendicke
integrierten Spannungen, den Schnittgrﬁﬂeh, iibergeht, so wird man
von dem Hookeschen Gesetz der einzelnen Schicht zu dem des MSV bzw,
dem eines Laminates zu gelangen versuchen., Aus Glg. (5.40) erhilt
man ganz formal (s. |Calc ote] und [Ashton/Whitney], S. 16)

++/z

(Ni , Mi) = G: (4.2) 4z (i = 1,26/ (5.8 4q"

_%/2



Bel einem MSV gehen die vorstehenden Gleichungen in

(N} = ‘2‘.‘ , {61, d2 und  {M] fwis | = de (5 448)

Hg-a
tiber. Das Einsetzen der Bernoulli-Gleichung (4.164) vom Ebenbleiben

der Querschnitte in die vorstehende Beziehung liefert
U

N} = Z a]f {E} -2 x})dz wad M) =§q[a]h]({3}—%{iﬂzdz (5.44c)

{1&_4

k.—

Bei einer MSV Biegeschale aus diinnen Einzelschichten kann {iber die
einzelne Schichtdicke recht einfach integriert werden, weil dort die
Spannungen bzw. Dehnungen als konstant angesehen werden k&nnen

{s}, = const., {e] = {€] -t [R] = const. lber t, =h, -

LT
Fiir das Laminat kommt man nach der Integration von Glg. (5.4%1 ¢) zu
(N} = Z T048) (-0 ) + 2160, 33 (6 - 50)
[AT{E}  + 3] {X) (5.42)
(M} = [e14R} + (D1 {x}
mit den Summenausdriicken
Ay - B oy (o) [A1= 2 Tal, (- 5,.)
B
Dy

r

|
’.f'M’ sy

L %47 -4 - %) (5.43)
Giy 5 L (4, —% )i

Wir finden schlieBlich die gewiinschten Beziehungen in der unteren,
ausgeschriebenen Matrizenform

- - A
L \ A A Fa ' B B, Ba, ! ( €4
N:_ AZ.?. A 26 ' B.‘z_ B‘.‘.l g"l.(. Elz
|
A
Nﬂ A(ab k 845 Ezr_ 555 -641
ﬁ _ - _ - = & AT R R T 0 X P . \’ —;—? (S.lf'-'- a)

|

M4 ‘ D, Doy D, - ¥,

M, {Symu.) : D, I, - X,

\ Md]_ - : :b(v-(. i - y“‘l.

Abgekiirzt wird daraus ([Whitney, 1972, S. 428)

= _;..i_z ::\:} - [14] ._E} . (5 bup)
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A wird darin die EM im Scheibenquadranten, D die EM in Plattenquadran-
ten, B die Kopplungsmatrix und K die Steifigkeitsmatrix genannt.

Durch die Hineinnahme des Minusgeichens vor die Verwdlbungen kann

die Matrix symmetriasch gemacht werden. Verschwindet das Drillmoment
M12, 80 reduziert sich die EM auf 5 x 5 Werte.

Aus den Beziehungen (5.44) ist zu entnehmen, daB orthotrope Platten
ohne allgemeine Neutralebene, d.h. ohne plattenparallele Symmetrie,

es nicht gestatten, Scheiben~ und Plattenprobleme getrennt von ein-
ander zu betrachten. Beziiglich spezieller, symmetriebedingter Ver-
einfachungen kann in [Wiedemann, 1962u.1963] nachgelesen werden,

Aug dem Ausdruck fiir By; ist ableitbar, daB nur beil symmetrisch auf-
gebauten Laminaten wie i-l- Ky, =, =0, +x) die Bij verschwinden
und bei unsymmetrisch aufgebautenlaminaten immer Biegespannungen vor-
liegen, auch wenn keine #uBeren Momente angreifen. Das gilt schon
fiir Schichtorientierungen (+o, - o, +o, =cx). Ein Beispiel fiir den
symmetrischen Aufbau eines mehrschichtigen Laminates zeigt Bild 5.7.
" Hieran anschlieBend seien die spegiellen Eigenschaften dreierver-
schiedener Laminate zur besseren Einprigung aufgefiihrt:

+ 0ot /-ox orthotropes, nicht symmetrisches Laminat (AWY)
+ot f=ot [+ symmetrisches, anisotropes Laminat (XV)
+ot [=t f=ot [+« Bymmetrisches und orthotropes Laminat (AWV).

Wie sich schon eine UD-Schicht bei verschiedenen elastischen Eigen-
schaften verformi, zeigt abrundend Bild 5.8,

PTsai/Pagano zeigen auf Seite 241 des Buches Composite Materials
Workshop, welche Invarianten bei Transformationen der Elastizitédts-
matrizen von Laminaten beachtet werden konnen,

Zur Erinnerung seien noch die bei der homogen, orthotropen Flatte
gebrduchlichen SteifigkeitsgrdBen angefiihrt(nach allgemein iiblicher
Benennung, [Worch] )

E .t E,t

A‘l1 - 1]* = ’T:_l}:ij—ﬂ- 3 AZZ — -‘D'J = "_-?‘—:E Dchns{eﬂigﬂei{ en
Ay — Dy = G,.i t =6&+% ' Gleitsteifigureit
D 4 Bt 1 Egt? _ _ _

“ - -Kx = -E 4-r‘"x *A“ "Dz_z ‘;-KS =E 4“}";}“\3 BIQSE.E.{EI{‘I-’JL‘Q'L‘!QT!

.4 3 : 7
B,, — K,‘J = = Gt Dritlsteifighent .
(445 )



Sind die Momente Null, so wird wieder mit den durch ein Dach gekenn-
zeichneten fiktiven Laminat-Mittelspannungen und SteifigkeitsgriBen
gerechnet

[A) {E} = [5]{@"». (5.46)

{6} = {N/At] =

r-"l—\

Wir wollen abschlieBend den EinfluB der Querkrifte mitnehmen und

Bei solchen Strukturen sind die Querschubspannungen zwar in jeder
Schicht anders, aber man rechnet trotzdem rein formal mit Schnitt-
grifen und iiber der Dicke konstanten Mittelflédchenverformungen

Y230 T13 (6lg. (4.173)). Um so vereinfacht rechnen zu kénnen, miissen
Schubkorrekturfaktoren k1 und k2 zur Erhaltung der konstituftiven
Gleichungen fiir die Schnittgréfen Qx und Qy der dicken Platte bestimmt

werden th + 1 1, B \
% /'Cu dz k, /C“' 92 | &k, ,ﬁ«s 42 | | Toy
{Q] = "i’z_ﬁ; DT T T [t/ P Y- N r (5.47)
Qs J'tﬂ de, Sywm. [E
4 .

Die Bestimmung dieser Korrekturfaktoren ist recht umstindlich., Sie
kann nach [Whitney, 1972], S. 429, vorgenommen werden, Auf eine Auf-
stellung der notwendigen Formeln wird hier verzichtet, da die Er-
mittlung der Werte doch numerisch erfolgtzihur Erinnerung: Fiir

die homogene Platte ermittelte ReiBner fiir parabolische Schubspannungs-
verteilung ?:23 den bekannten Wert k$ = 5/6 = x2,

Welchen EinfluB interlaminare Zugkrifte infolge 0, -Spannungen auf
den Bruch haben, zeigt eine Arbeit von Pagano iiber die Berechnung

der interlaminaren Normalspannungen in mehrschichtigen Verbundschalen,
Die Vorgehensweise ist analog zum Vorhergehenden,

5+4.3 Phyaikalisch nichtlineare Verhaltensweisen
Die physikalisch lineare Elastizititstheorie gilt je nach Fasersorte
und Art des Verstdrkungsmaterials nur bis zu verschieden groBen

und zeitlich dauernden Belastungen,

Haferkamp unterscheidet beim Spannungs-Dehnungsverlauf z.B. bei GFK
zwel Bereiche. Dem anfénglichen Linearteil (Bild 5.9), der bis zur
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Proportionalitdtsgrenze reicht, folgt ein weiterer Linearteil, PFiir
beide Bereiche kann ein E-Modul angegeben werden. Der iibliche E-
Modul entspricht der Steigung des ersten Linearanteils also bisg zum
gogenannten Enie (Beginn der MipkroriBbildung im Harz). Eine rein
elastische Rechnung hat so bei Glasfasermatten nur bis etwa o4by Gill-
tigkeit. Um einen weiteren Bereich rechnerisch direkt erfassen zu
konnen, wird man ingenieurmifig ausreichend genau auf den Sekanten-
modul (gepunktet bei Gewebe eingezeichnet) iibergehen,

Bei der Fa., Dornier werden in Rechenprogrammen fir die Analyse der
UD=-Schicht (Bild 5.10) die Spannungs-Dehnungs-Linien von Bild 5.11
angesetzt,

Meistens wird man aber, oder darf man sogar, vor allem bei steiferen
Fasern, vom Vorhandensein einer linearen Spannungs~Dehnungslinie der
UD-Schicht in ILéngs- und Querrichtung ausgehen.

Hahn/Tsai, 1973, nehmen ein solches lineares Verhalten an, um eine
Aussage fiir das nichtlineare Schubverhalten machen zu kénnen, Diese
Verfasser untersuchten auch verschiedene Faserorientierungen und
begtdtigten filr BFK die theoretischen Ergebnisse durch Versuchser-
gebnisse (Bilder 5.12).

In [Hahn, 1973] wird von der UD-Schicht auf das Laminat iibergegangen,
AuBerdem werden dort wiederum Versuchsergebnisse aufgefiihrt.

Da die Auslegung immer Sicherheitskoeffizienten gegeniiber Bruch griBer
$ = 1,5 bis 2 vorsieht, ist aber die physikalische Nichtlinearitét
fiir Schub im allgemeinen von nicht ganz so grofler Bedeutung. Im iibrige:
ist es durchaus logisch, mit sehr aunfwendigen mnichtlinearen Berech-
nungen erst dann zu beginnen, wenn die lineare Behandlung geniigend
Unterlagen geschaffen hat,

Bild 5.13 gibt einen Uberblick iiber die bei genauer Behandlung des
Deformationsverhaltens von FK zu unterscheidenden E-Moduli,

5.5 Theoretische Ermittlung der Grund ~ Elastizititskonstanten

Bei der Vordimensionierung einer Verbundstruktur sind oftmals die
technischen Elastizitdtskonstanten nicht bekannt, Es miissen deshalb
theoretisch ermittelbare Werte herangezogen werden, die aber sobald
wie mdglich durch Versuchsergebnisse bestitigt bzw. ersetzt werden
sollten.

Im dreidimensionalen, orthotropen Fall sind neun voneinander unab-
hdngige Elastizitdtskonstanten zu berechmen, ndmlich E1, E2, E3, G23,
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G13, G12 und V32, V21, V13 und im zweidimensionalen Fall vier Kon-
stanten. Hieraus kann man entnehmen, welcher Mehraufwand gegeniiber

dem isotropen Kiérper mit nur zwei Konstanten besteht. Da fiir drei-
dimensionale Korper in der Literatur praktisch verwertbare Berechnungs-
formeln nur fiir einige technische Elastizitdtskonstanten angegeben
werdenz und die meisten Verbundstrukturen diinnwandig sind, beschrinkt
man sich meistens auf das ebene Problem, Wir wollen das hier nicht

tun.

Die vier Grund (bzw. technischen) Elastizititskonstanten einer ein-
gelnen, ebenen UD-Schicht sind E, , E, ,v,, und €y, o Dazu kommen beim
UD-Schichtkérper noch &, und v,, . PFir sie werden verschiedene Formeln
angegeben, wobei als Parameter der Faseranteil und die Elastizitits-
grifen von Faser und Matrix auftreten. Dabei sieht der Verfasser

aber keinen Sinn in der Angabe komplizierter Berechnungsformeln, da
eine kurze Niberungsformel im Rahmen aller anderen Ungenauigkeiten
ausreichttfﬁs sel hier noch einmal betont, da8 die elastischen Eigen-
schaften des Verbundes nicht nur von Faser und Matrix abhidngen. Auch
der verwendete Haftvermittler hat erheblichen EinfluB auf die Grége

der Elastizitdtiswerte, sowie die schon erwihnten Hirtungs- und Umwelt-
bedingungen (Temperatur, Feuchtigkeit).

Eine theoretische Ermittlung der Grund - Elastizitdtskonstanten uni-
direktionaler Faserverbunde ist von vielen Autoren vorgenommen worden,
Sie alle arbeiteten mit bestimmten Grund - Annahmen [Goggin]:

1. Der Faserverbund ist makroskopisch homogen und linear elastisch;

2. Fasern und Matrix sind jeweils homogen und linear elastisch im
betrachteten Bereich; 3, Matrix und Faser sind frei von Lufteinschliis-
sen und Mikrorissen; 4. Die Verbindung Faser - Mairix ist vollkommen
und ohne Ubergangszone; 5. Die FPasern sind gleichmidBig im Verbund
verteilt und sind gut ausgerichtet.

5.5.1 Elastizitéitsmodul in Faserrichtung: E,

Unter der Annahme einachsiger Belastung, und daB Faser und Matrix
parallel geschaltete Federn sind, gelten fiir beide Materialien

und
BF = EF EF b} EM;EMEM'

1) Eine sehr nutzliche theratur-Checkliste fiir all? elastischen Grund-
grofdien E E., G G 2] aber auch die ther-
mischen &roBg’ 3:cx;§’ 323’K113'K 12¢ )1é1rd2§n 1Chamis/Sendeckyj],
S. 346, angegebeﬁ
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Weiter ist

Daraus wird iiber

E

Il a
die sogenannte "Mischungsregel"
Em
£, = Ee (g + (4-6) &) Obere Schrowke (5.48a)

gefunden. Diese einfache Formel ist, wie man mit den Variationsprin-
auth

zipen der Elastomechanik zeigen kann, eine obere Schranke, diedﬁit

dem Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie gefunden werden kann,

Eine untere Schranke kann mit dem Prinzip vom Minimum der Komplimen-
tdrenergie zu

- Er _ Ewm
T e v (amyg) _E_-,; T B ‘EE‘M" Untere Schranke (548b)
=

hergeleitet werden [Calcote]. Bei beiden Formeln ist zusdtzlich ange-
nommen worden, daB die Querkontrakiion unbehindert ist.

Die vorstehenden Formeln driicken nicht aus, daB eine im Mittel vor-
liegende Unidirektionalitdt der Fasern erfaBt wurde, Tsai gibt des-
wegen einen Korrekturfaktor fiir die Ausrichtung der PFasern in der
Ungleichung

0,8 ¢ ¢ Ap

an. Den Vergleich der theoretischen Kurve mit MeBwerten zeigt fiir
GFK Bild 5.14. Es wurde hierbei Glg. (5.48 a) angewendet.

5.5.2 Elastizitdtsmodul quer zur Faser: E,

GroBere Schwierigkeiten verursacht die Ermittlung einer Abschitzungs-
formel fiir den Elastizitdtsmodul in Querrichtung. Hier liegt eine
kompliziertere Schaltung von Faser und Matrix als bei der Ermittlung
von E, vor, da der Kraftflu8 im Verbund von dem Faseranteil und der
Faseranordnung abhingt (Bild 5.15).

Die Aufstellung der Formeln wird in einigen Aufsitzen rein theoretisch

vorgenommen, wobei die Packungsarten der Fasern im Verbund betrachtet
werden (vgl. Bilder 5.16). Es werden z.B. hexagonale Packungen von
kreisfdrmigen Elementarfasern [Hashin],oder quadratische Packungen
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mit quadratischen oder elliptischen Fasern [Beer], [Tsai], [Azzi]
untersucht. Alle diese Formeln ergeben erheblich voneinander abwei-~
chende Ergebnisse. Fiir technische Zwecke haben sich deswegen halb-
empirisch gefundene Formeln als brauchbarer erwiesen. Eine solche
brauchbare®Formel liefert Knappe fiir GFK

Eom

E, = ; (5.4940)
1 (4_?)4#‘5_!_?%:‘_

Darin beriicksichtigt die Einfithrung von

Ry e
eine Querdehnungsbehinderung der relativ weichen Matrix durch die
viel steiferen Fasern. Das bedeutet, die obige Formel gibt Anhalts-
werte fiir GFK, CFK, aber nicht fiir eine steife Aluminiumgmatrix.
Fiir GFK kann eine relativ gute Ubereinstimmung einer gegeniiber Glg.
(5.49 a) etwas anderen Kurve (Scheibchenmodell) mit Versuchswerten
in Bild 5.17 festgestellt werden.
Fir CFK kann als Abaschitzung eine von Puck, S. 55, fiir eine quadra-
tische Faserpackung gefundene rein theoretische Formel herangezogen
werden.,
Unter Annahme der Parallelschaltung des Faser - Harzbereiches(Bild 5.15]
und anschlieBender Hintereinanderschaltung dieses Bereiches mit dem
reinen Harzbereich fand Puck

E, = Eom . (5.49b)
A
Ee, A-¢ = A-W
EDM ?

In dieser Pormel ist wiederum die behinderte Querkontraktion des Harz-
bereiches beriicksichtigt, und es ist der oft nicht bekannte Faden-
elastizitétsmodul in Querrichtung einzusetzen. Glg. (5.49 b) liefert
im praktischen Bereich 0,45 ¢y ¢ 0,65 eine relativ gute Uvereinstim-~
mung mit Versuchsergebnissen.

Eine andere Formel gibt Ekvall an. Sie lautet

¥ L
Epe ,

E, = (4_?)(4_\,;)_‘_?_%5_ 2 (5.49¢)
13

wobei
By = Ey (4-2,)

den dreiachsialen Querdehnungseffekt beriicksichtigt.
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Eine andere sehr einfache Berechnungsformel liefert auch hier die
Mischungsregel, nur daB jetzt statt des axialen Faserelastizitdts-
moduls der quergerichtete verwendet wird

B, = Ea(v +(4~s°):—:) (544

L

Im allgemeinen scllte man bei E, direkt auf Versuchswerte zuriickgrei-
fen,

5¢5+3 Querkontraktionszahl: Vi

Die Haupt - Querkontraktionszahl v,, wird mit dem Federmodell bei
Lingsbelastung ermittelt. In [Galcote] ist die Ermittlung analog zu
E, angegeben. Uber die Querdehnungsbeziehung

Eig, = "V mit g, = 4, /4,
bew. &y = ¥ W,E = AF,_ % AM_L =1, ((f Ve €, "‘(4“?)\?“ E..)
148t sich die Gleichung
- ¥
Y i V‘r—(‘f +(4—9)T22') (5.50)

finden,
MeSwerte und theoretische Verl#ufe ftir V., gibt Puck in Bild 5.18 an.

5¢5.4 Schubmodul in der Schichtebene (longitudinal - transversal):

G‘i = Gy,

In diesem Fall kann wieder eine Federanalogie eine Abschitzungsformel
erbringen, Ekvall findet

_ 1 (5.510)
A i
* T M T0) + ¢ Gn e

Fir diege Federschaltung und auch andere Nidherungen geben Puck/Wur-
tinger ebenfalls in Bild 5.17 Vergleichskurven an,

Forster/Knappe {ihren ,alldings nur fiir GFK, die halbempirische Gleichung

A+oLNg
@ = @ - (5.51b)
'1# 2] (4_9)4, s + SQG\M/GF
an, mit - £
GM = —nEM_ . G me—EBF_
Z{A+N, F 2 {A+V¢)
Puck kommt zu
G‘:ﬂ: =G P 4 g {5.51¢)
6_F+4— g +4-_|"ll(f'
& ¥

[\l
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In den vorstehenden Gleichungen sind die Jeweilligen Faser- und Harz-
werte und der Faservolumenantell vorzugeben. Das Ungefﬁhrzeichen bei
G. soll angeben, daB die Fasern selbst schon orthotrop oder transver-
sal isotrop sein kiénnen und dann entsprechend beriicksichtigt werden
sollten (C-Famer).

Bild 5.18 gibt abschlieBend einen Uberblick iiber die Abhdngigkeit
aller vier Elastizitidtskonstanten vom Faservolumenanteil, aufgezeigt
am Beispiel eines speziellen GFK.

5.5.5 Querkontraktionszahl:Vv,,

2B
Bei Vorhandensein einer steifen, kreisformigen isotropen Faser (Glas-
faser) in einer weichen Matrix kann nach Foye, 1972, mit (V. =V, !)

A4V = Vo Ep/
) 5 oy 9w, M an EniE, ) 5.52
L1 \)F( t + (4-9) Ve A=Yy + Vo Vi By le, ( |

auth Anwendung awf (FK

gerechnet werden (vgl?fﬁild 5.19, sowie Bild 5,17).

5.5.6 Interlaminarer (Transversal-transversaler) Schubmodul: Grg

Welche Wirkrichtungen dieser Schubmodul gegeniiber G, hat, zeigt Bild 5.2
Fiir den Wert von G, L kann eine Abaschiéitzung nach Glg. (5.34 b)
E'.L L

G = 2{4+v.)

(5.53)

vorgenommen werden,

p
Le?zlich kann zu den vorgenannten Formeln gesagt werden: Sie sind bis
auf E, undy,, mehr von theoretischer als von praktischer Bedeutung.
Fehler bis in Hhe des Faktors zwel kinnen bei bestimmten bebrschiteten
Materialien auftreten., Allerdings bieten die Formeln die M8glichkeit,
die makroskopischen Eigenschaften des Verbundes durch dle geometrischen
Abmessungen und die WerkstoffgrtfSen der Komponenten zu kontrollieren.

5.6 Zusammenhang technischer Elagtizititsgrifen mit dem Faserorien-
" tierungeswinkel und Belastungsrichtung

Um ein gutes Verstidndnis fiir die Wirksamkeit der technischen Elastizi-
titsgrBen zu bekommen, empfiehlt es sich, diese in AbhHngigkeit vom
Ablegewinkel aufguschreiben. Es soll zuersi die diinne, ebene UD-Schicht
untersucht werden.



5.6.1 UD=-Schicht

Zur Ermittlung der Abhi#ngigkeiten schreiben wir ganz formal das allge-
meine Hookesche Gesetz fiir die k'te Schicht in der bezeichnungsmﬁﬂig,
gebréduchlichsten Form (ESZ)

E“ 5-1-1 Sa; Sa 5_1
e, = [s], FBl = (&l = 6 s s | {5 (5.5%)
T L Sltywm, Sco |, (T2 .

an. Ebenso formal kann die Nachgiebigkeitsmatrix [S]k in technischen
GroBen ausgedrtickt werden. Nach den Bezeichnungen von Calcote fiihrt
das auf (s.[Ashton/Whitney])

A N M
E, E4 Ea
= i Tarz . 5.56
Ls], 5 (5.55)
A
Summ.
L G"d?. J ﬁ

Durch Gleichsetzen der entsprechenden Glieder in (5.54) und (5. 55)
erhalten wir den Zusammenhang mit den bauteilachsenbezogenen EK s, .

Es fehlt noch der Zusammenhang von [S], mit den ElastizitdtsgroBen
der orthotropen Einzelschicht. Fiir diese schreiben wir (Schreibweise

Puck)
En S, 5. © %Y

{Eun]]&= [Suﬂ]k {B-unh= By =|Sw 8. O oy (5.56a)

en mit [S,,], in technischen GrdBen

-_4_ -Viu D
E" Ell
YL ) (S Stb)
[SMD]&= . E, 0 .
A
[ Symw Co J&

Die reziproken Verhdltnisse bei Verwendung der Steifigkeitskoeffiziente:
s80llen hier gleich mit angegeben werden

[ Ey Wue B 0 ]
L Sus ¢ A=YV WV ’l-vj.nvul
_ } . SN ]{
[Gub}k - [Q‘un-.]& {Eu!]h - Q]J.u C}l : {Eubhl B A=V Vs © ‘ El“:'n
Sty ww Y 5 Sywmm, Ggu._ I

Darin sind
Que = 90n baw, Vo = Yy E"/E_L



Weiterhin sind Transformationen der Schichtspannungen und -dehnungen
auf das Bauteil-Hauptachsensystem 1,2 vorzunehmen

(e}, = ETGL { Bun}, (5582
{ ]I ‘1 ..uz]; . {£.58k)
Darin liegen als Transformationsmatrizen
[ t‘.l S?' +2sc ] )
[TG] = | s ¢t -zse mit (; j :1((:1::) (5.59a)
| -5 4se c"—s‘Jk
und r et g2 s¢ ]
[T“-]: & < g {5.591)
(& s 2sc cz*s?‘J

vor, wobei folgende Beziehungen gwischen den Transformationsmatrizen
gelten

A e R e S N

" Wenn statt der technischen Forminderungen tensorielle gewdhlt wiirden
(vgl. Kapitel 5.3), so wiirde weiter vereinfacht gelten

[Tl & [T

Es kinnen so schlieBlich die Bauteilachsenwerte [S]k bestimmt werden
tiber

i [S] {G FTh]& {e.
18], (6, (6.0l

Py

[Te](t [Sua}& {51..3'}& (5.60a)
-1

[y = [medy [Bwl, T, = T, T8u), TV

" Der Vollastindigkeitshalber sei noch die analog herleitbare Formel fiir

die Steifigkeitsmatrix gegeben

n

zZu

T . ]
la], = [Tel, 18], 1Tsl; 5.604)
Nach Ermittlung ven [S],, bei der UD-Schicht direkt aus [Sup] 4
148t sich z,B. fir die erste Identittit finden (&, =, =0 Ngl.[Dietz] s.10)
A c Yai 7.2 Vau 1.1 5 ste’
e e . - = 5 C Sl + =
S" E.‘ E“ EJ. . E ".',1__*



Beziiglich deTr S,oy 5409 Sggr Sq¢ und So6 kann in ELechnitskii nachge~
lesen werden.
Die Zusammenfassung und Umstellung von Gliedern fiihrt fiir $44 und die
iibrigen restlichen 5 ElastizitdtsgrdBen zu den Beziehungen (sino =

, COSOL= C)

i =3 CL* + (E!L — T &) ) _;.1("'" - E."_ 5
E4 C RN E.L
i (5-’:)'1 o
En o gw o [Ex _ V2o 4 Eno o bee f)
:. gt & G Z.\’“_L) (X : 3
E‘\ Er EI .2 _ E'Z
Voa = Tk Lu _(4 +2ZVn — GI# i EI‘L) She ) 7 \)42 3 vz« —E-: !
Gm: [c ( n Ey En 2
—— = = {1+ 2V, + Az e CRS
512 E“ ( u E.i. ) ( 2 E, Gu* )( )
Eu = = .2 ( 5. = ___E" .E.!'__ _.E"
AT B m, = kv, E. 26y (4-\-2.'9“, En G‘#)
oy e ( 1E nj SUIE IR 2 ._E_l_gp')
Mz E, S B=s b stc \)J.n i £N ZG* ( 2.\’“,‘*‘ E, (:_'_l#_) I

wobei wieder auf die richtige Indizierung der groBeren Querkontrak-
tionszahl geachtet wurde, (s. Biicher [Lelmitsk:ﬂsughd [Ashton/Whitney]).
(Bei Dietz finden wir die Bezeichnung m, /F.,, statt ~M,., /1:_1) Als Inva-
rianten 1iegen([ Hearmon], [ Lek nitskitl]

S F Sep ¥ 2S84z = 54 g'ﬁ"- + z'gaz = 5, + 5 +L I
i_‘._/l_ _Z\)Zﬂ = _4__ + 1 __2.\7.ul
E‘l El 1 En E.L Eu
und
565 - L" 'S"Z - s(,‘, — "*‘ E“E = 5‘-& - L* <2 )L
G‘ﬂ‘z. E1 G‘* Ell
VOI,

Fiir einen speziellen Datensatz sind die Funktionsverldufe der Glg.
(5.61) in Bild 5.21 angegeben. Dimnock/Abrahams geben fir E, (o )
auch MeBwerte an Bild 5.22.

Die wesentliche Erkenntnis all dieser Kurven vermittelt diejenige von
E, / Ey . Sie zeigt einen recht schnellen Abfall fiir kleine Werte <
in der 1-Richtung, was fiir Steifigkeitsiiberlegungen von hidchster
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Bedeutung ist. Die Werte in der Querrichtung (entsprechend 90 -x)
8ind von Winkelabweichungen weniger beeinfluBt. Wir sehen weiter aus
der Schubmodulformel, daB fiir o = 45° der Schubmodul G12 unabhéngig
von G, wird [Dietz]

S = Eu Es . (5.62)

= = Ell i E.I. ~ 2' E-Lv.l.ll

5.,6.2 Multidirektionales Laminat

Der Ubergang zur mehrschichtig, aufgebauten Schale ist recht einfach,
wenn erst einmal -~ wie zuvor gezeigt - die Anteile der UD-Schicht auf
das Hauptachsensystem des Bautels bezogen sind.

Entsprechend dem Zusammenhang zwischen den Schichtspannungen und den

durch ein Dach (A ) gekennzeichneten Schalenmittelspannungen erhalten

wir

>

[ "'] PN,. /t = 61
A A 'n‘ 1 h j"i
=180 = {np | = & 26 =2 36,
2 o do=n k=1

T (Naz /1 T

wobei,tk die Schichtdicke und t die Gesamtverbundwandstirke sind,
{e}setzt sich also aus den Schichtanteilen gzusammen, multipliziert
mit dem Schichtdickenverhdltnis. Nach Einsetzen der Gleichgewichts-
beziehungen in das inverse Hookesche Gesetz wird

{81=-181(8) =[81% % 5] (5.630)
{;:4 t ‘: )
Da aber die Schichten nicht aufeinander gleiten sollen, gilt
{8h = {el, = [S.{cl,

und weiter Al Dy
%

18] :E-‘qT {5, = £s1, {5}, .
Man sieht, daB auf diese Weise - wie beim UDV - ein Aufbau der Nach-
giebigkeitsmatrix des Laminates aus den Schichtanteilen nicht mehr
mdglich ist. Nachgiebigkeiten lassen sich nicht aufaddieren! Der Weg
filhrt iiber die Addition von Steifigkeiten zur Steifigkeitsmatrix des
Laminates und anschlieBende Inversion.
Fiir die Transformationsbeziehung (5.58 a)

F), = [TFL‘ {B’unh
und Einsetzen von (5.58 b), sowie der Spannungsdehnungsbeziehung fiir
die Schicht (Glg. (5.56 a))

[al, Le3, = ITs, [Qul, {tuwl,
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= [Tl [awl, [T, {el,
finden wir die zuvor nicht abgeleitete Glg. (5.60 b)
’ [a1, = [T, [Qw), [Tely
mit [T] =[Tel"
o~
Die Flastizitdtematrix [Q] des Laminates erhdlt man iiber das Hooke-

sche Gesetz fir die Schicht, sowie die Gleichgewichtsbeziehung des
Laminates uwd die Kontinuitatsbe E-fe,huuﬁ\{a’]={g}cc

A - A n .t
ts} = [Ql{el = z 3 (o, (5.63b)
A n _{:
[O*-Hﬁ}& T Z _c" [O‘]:.. {,E}h
Q1 - [Q'lk : (5.64)
Weil (8] zu [Q] invers ist, gilt schlieBlich
y ___“_ ‘\‘)21 ot | A
¥ Sia gaz gu, Eq _tT ,\E"
(31 = (a1 = %, b = 1 g (5.65)
F T
Stiww . 365 Stymm. —3‘4—4-;

In einigen Spezialf&llen seien noch die Beziehungen fiir die techni-
schen ElastizitdtsgroBen angegeben,

Wenn die Fasern in zwei Richtungen unter dem Winkel « = beliebig

zur Bauteilachse liegen, wenn alsc ein bidirektionaler Verbund (BDV)
vorliegt (s. [Vogt W.2.], S. 201), dann kommen wir mit den GroBen der
Einzelschicht nach den Glgn.(5.61) zu

B . B Ge ,;L=%u__mfgu ,
E E Eal Eg_ 2 L'-'l AWV
4]
' - Eu Gy, E Eu Gan. e
S = E..("«LE s ) 3 Ve = B gt v Ty (anh)
E, = “1 (En (A=VizV3a) o maEa(my Ve my)  wme B {'W“‘- + Yaq 111,) ) (S.66)
@ VVaYia G By En

Fir einen speziellen Datensatz sind die Glgn. (5.66) eines AWV in

Bild 5,23 aufgezeichnet warden. Es zeigt -sich, daBl der Abfall von %1
gegeniiber der vergleichsweise eingezeichneten E1-Kurve des UDV erst

beli einem groferen Faserorientierungswinkel o= erfolgt.

Bild 5.24 gibt alle technischen Elastizitdtskonstanten eines speziellen
AWV in Abhingigkeit vom Faserorientierungswinkel o an,

Fiir den Fall, dafl die Fasern rechtwinklig zueinander orientiert sind,
wie beim Kreuzverbund (er soll diinnwandig sein), lauten die Beziehungen
(s. [Diss. Puck ], S, 11)
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Eu = 1S Q.Lll\?ll.l. I

E,‘ i?-_.. E-" K" tﬂ_ v,.llj-

t E, t 1z A LA E ) (5.6%)
t" *t Efl

_E._L = A- v.::n vnl - - K V
o T t4 Es tz Vi

E Sy i

z + E“ t '!:tq o _t{z_ EL ('t,"}-'{z]

7]
. V.\.u 2 Ell E"
Yy = = ¥ === :
oS LN E, ZIN)
5> T + _tl Et & 17 (ﬂ#

Bild 5.25 zeigt die technischen Elastizitétskonstanten eines Kreuz-
verbundes (KV) fiir den Sonderfall t, = t,. Bei der Auftragung bleibt
o = 900 erhalten und nur die Transformationsrichtung w wird variiert.

Wie in [Tsai, 1966] 8oll auch hier betont werden: Fiir isotrope Materia-
lien sind alle technischen Elastizitdtskonstanten wirklich konstant,
Bei einem orthotropen Material sind die Moduln bei Drehung nicht inva-
riant. Das begriindet weiter, daB fiir spezielle Winkel oc eine Quer-
kontraktionszahl gréBer als 0,5 werden kann. Wie aus dem Verlauf von
V12 gefolgert werden darf, kann mit einer gesteuerten Winkelablage

in vielschichtigen Verbundschalen eine bessere Dehnungsvertriglich-
keit erhalten werden.

5¢.6.3 Matte und Gewebe

Die technischen ElastizitéitsgréSen von Matten und Geweben lassen sich
mit Hilfe einiger Uberlegungen aus den Ergebnissen fiir den MSV ab-
leiten,

. Matte

Bei Matten ist die Vorstellung die, daB man sich die statistisch ver-
teilten Pasern durch eine groBe Summe von UD-Schichten bestimmter
Faserlidnge ersetzt denkt, Wenn die Belastung in Mattenebene erfolgt,
kann man dann davon ausgehen, daB der Praganteil in jeder Richtung
0,5 (5. [Schneider, 1973]) ist. Dieses 148t die Folgerung zu, daB die
technischen ElastizitdtsgriBen von Matten aus einem aus gleichdicken
UD-Schichten bestehendem Kreuzverbund (XV) ermittelt werden konnen.
Aus Glg. (5.67) wird dann fir die quasihomogerMatte (die EK sind also
unabhidngig von der Transformationsrichtung)

5-3b4



K Vain
oS (4+ Bufp | (5.60)

Gewebe

Da Kett- und SchuBrichtung einen Winkel von 90° einschlieBen, konnen
bei Geweben die Formeln fiir den XKV, Glg. (5.67), angewendet werden.

In diesen Formeln stehen jedoch die unbekannten Schichtdicken tK'und
ta, die im folgenden berechnet werden sollen.

Bei Geweben werden von den Herstellerfirmen zu ihrer Charakterisierung
Gewichtsanteile, k, genannt, der Fasern in ihrer Hauptrichtung ange-
geben, Das Gewichtsverhdltnis der Fasermenge in Beanspruchungs-
richtung (hier Kettrichtung) zur Gesamtfasermenge wird durch Zerlegung
eines Gewebes der Fldche A in Kett- und SchuBfiden und Wigung der
jeweiligen Fasermengen bestimmt, Unter der Annahme, daB der Faserge-

halt in Kett- und SchuBschiecht gleich groB ist, wird ' =Jnilex Slofp K.
Index Kett richtuug)
k. = Qe - Ses = A% e = _he e (5.6%a)
URcE Geg. + Gy, Al +lo)pe  tetle  t

bzw. das Schichtdickenverhiltnis (s. [Puck/Wurtinger])

v, - _ W 2 t1 (5.69b)
ts. A-k i,

erhalten. Unterschiedliche Faseranteile §, und ¢, miiBten in Glg. (5.69 a
eingearbeitet werden.

Die Ermittlung der absoluten Werte erfolgt iiber verschiedene Beziehungen
Falls Lufteinschliisse vernachlidssigt werden,ist die Gesamtwanddicke

1 =_":'F‘_. - %'_-4? | (5. F0a)

wenn § das Fasergewicht je Flicheneinheit der Gewebelage ist.
Fir die Schichtdicke der Kettfdden gilt, wenn n die Anzahl der Gewebe-
lagen im Laminat ist, -

k= nﬁ#{iﬁg (F4)
. ¥

Nach Messung von 3, Bestimmung von ¢ des Verbundwerkstoffes mit den
iliblichen Verfahren, und . als gegebener GroBe liegen tx und t bzaw.
ts fest.



5.6.4 Orthotroper Kdérper

Die Transformation der Elastizitidtsmatrix (5.31 a) bei einer Drehung
um die 3-Achse ist im Buch von Lechnitski, S. 41 - 43, angegeben
worden (Auf Schreibfehler achten). Im Buch von Ashton/Whitney ist die
Transformation ebenfalls angegeben worden, jedoch sind die Vorfak-
toren,z. B. bei den E66’ nicht immer richtig, was wohl daran liegt,
daB die Transformation tensoriell entsprechend Glg. (5.9 c)

G = wyaaye o
durchgefilhrt wurde, aber anschliefend die Uberfilhrung der tensoriellen
in technische GréBen vielleicht nicht richtig war.
Da die Transformation der Elastizitédtsmatrizen von Kbrpern sinnvoller-

weise numerisch durchgefiihrt wird, sei hier auf eine Angabe verzichtet.
Beziiglich der Invarianten ist bei Lechnitski nachzulesen.

5«7 Versuchstechnische Ermittlung von Grundkonstanten bzw. Elastizitdts-
koeffizienten

Da die theoretische Ermittlung der Grundkonstanten im allgemeinen nur
Anhaltswerte iiber die GrioBe liefert, werden ilblicherweise experimen-
telle Werte benutzt, Es ist dabei wichtig, sich mdglichst Ergebnisse
von solchen Proben und Priifvorrichtungen zu besorgen oder selbst zu
ermitteln, die genormt sind (ASTM oder DIN) und deren spezielle Eigen-
schaften sowie Einfliisse auf das MeBergebnis bekannt sind., Als Bei-
spiel fiir einen solchen EinfluB sei der SchubeinfluB bei der Dreipunkt-
biegeprobe genannt.

Je nach der Bauteilform kann man bei der Hg??tellung'eines Bauteils
geeignete Probentypen gleich mit herstellen..UD-Proben gelingt das
leicht bei ebenen bzw. zylindrischen Bauteilen. Es lassen sich dann

Zz.B. einschichtige, ebene Proben bzw. sog. NOL-Ringe erhalten. Bei
mehrschichtigen Bauteilen lassen sich manchmal direkt die bauteilachsen-
bezogenen Gesamtelastizitdtskonstanten ermitteln.

Vogt u.a. untersuchten die bekanntesten Probentypen und kommen bei

den Anforderungen an Proben und Methoden zu den folgenden Kriterien:

Die Probenauslegung muB auf gesunder, theoretischer Basis stehen,
damit ausreichend gute Versuchswerte erhalten werden konnen.

Die ermittelten Werte sollen reproduzierbar sein.

Die Werte sollen allen Strukturanforderungen geniigen und so

a1
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moglichst im ganzen Betriebsbereich Giiltigkeit besitzen.

Proben- und Versuchseinrichtungskosten sollen,auf die Daten-
menge bezogen,optimal sein.

Im allgemeinen ktnnen die Versuchsaufbauten darauf beschrinkt werden,
die Elastizitdtskonstanten diinnwandiger Verbundbauteile messen zu
miissen, Das liegt daran, daB die Anwendung dickwandiger Verbundschalen
technisch kaum sinnvoll ist, die Herstellung schwierig und die Quali-
tdt solcher Schalen erheblich schlechter als die bei diinnwandigen
Teilen sein wird.

5.7.1 Statische Ermittlung der Grundkonstanten

Zweidimensional:

Die Ermittlung der Grundkonstanten einer UD-Schicht wird mit Hilfe
des Hookeschen Gesetzes fiir die orthotrope UD_Schicht erreicht, Es

gilt Glg. (5.54 a)

E,, [S“i SuL 0 5-"

{Eunﬁ = €L = S 5, O v,
B ‘ L Syww. Sy Ty

In Anwendung drei verschiedener Belastungsfille auf Flachzugproben
nach der Kunststoffnorm DIN 53457 (Tabelle 5.3) lassen sich die vier
voneinander unabhéngigen Grundkonstanten Ey» E,, Yoy und G, bestim-
men, Dabei werden die Dehnungen gemessen und die Kraft am Priifgerit
abgelesen,

Aus G +0,5,-7, =0 folgen die zwel Beziehungen, wenn & = P/A

1 =y v
€ = 5,8, = E, Gy und f. =Bty = —#Gﬂ = Ll" C

so daB aus der vorliegenden Spannung und den gemessenen Dehnungen

E =E'— und v, = —£

n €, i

s T €. (v.tn >V, ') (5.72)

ausrechenbar sind.
Aus 6,=T=0,5, %0 ergeben sich aus den zugehtrigen MeBgriBen der quer-
belasteten Probe

5 —f, _
E, = 35 wod V= L (5:73)




Aus dem letzten Belastungstyp G, =€, -0, Ty =0 erhdlt man

I L S

o, = o (5.94)
Die Betti—Maxwellsche-Reziprozitétsbeziehung dient hierbei als Kon-
trolle

\)Lll EII

Gin = G0 ™ S Bn (5.15)

Tabelle 5.3 gibt einen Uberblick iiber die bekanntesten, bisher einge-
setzten Probentypen und den mit ihnen gewinnbaren elastischen Grunde-
groBen, (Der Zusammengehorigkeit wegen sind auch die iibrigen Grund-
groBen in der Tabelle mit aufgefiihrt).

Welche Probenform am zweckmiBigsten und wirtschaftlichsten ist, h#ngt
aufer von der Form des zu erstellenden Bauteiles auch von den vorhan-
denen Priifvorrichtungen ab. Wenn wir ein zylindrisches Bauteil wik-
keln wollen, und deswegen die zugehdrigen Wickeleinrichtungen einsatz-
bereit sind, so eignet sich der zylindrische Wickelprobekdrper in

Bild 5.26 am besten., Von diesem kénnen weiterhin sogenannte NOL-Ringe
abgeschnitten und entsprechend Bild 5.26 mit relativ wenig Aufwand
geprift werden,

Nach [Greszuk, 1968], S. 142, finden wir mit dem Douglas - Ring - Test
den Schubmodul

c 3 wiy 3 = Bob® (Tabelle5.4)
oo gmes - 24.17) 1= 5ob
3
Darin ist &g - TOR: | 3TQR, die Klaffung der Ringenden unter der
ET G g

Scherlast GW‘I das Fladchentrigheitsmoment und RIn der mittlere Radius
des Verbundringes.

Wenn ein Krdftepaar P in Ringebene angebracht wird, so 148t sich eben-
falls E, bestimmen zu [Greszuk, 1968]

_ T PR. . (5.77)
" 21,

Die Verschiebung6D ist die Verdnderung im Ringdurchmesser iiber den
Lastangriffspunkten,

An dem zylindrischen Stiick kann man mit Lasten kleiner als der Beul-
last eine Aussage fiir den Elastizititsmodul in Querrichtung auf Druck
machen, GemdB & =¢ E, = P A ergibt sich nach Umformung die Beziehung



B, = -——-—-m%: T f - (£.3n)
Bel entsprechender Ausbildung des Zylinderpriflings fiir Zugbelastung
wird E,, gemessen.
Eine weiltere Moglichkeit den Schubmodul zu messen, bietet sich bei
Ausbildung der Enden des zyl. Priiflings fiir einen Torsionsversuch
(s. DIN - Norm fiir Kunststoffe).

Eine andere Moglichkeit, elastische Grundkonstanten zu erhalten, wire
die folgende Methode. Zur Herstellung der Proben wird ein Wirfel,wie
in Bild 5.26 bewickelt, der Verbund ausgehirtet und dsnn—werden die
Proben ausgeschnitten. AnschlieBend werden die Proben an den einzu-
spannenden Réndern bearbeitet, an die Spannvorrichtung angepalt und
mit DehnmeBstreifen versehen,

Wir messen mit der in Faserrichtung herausgeschnittenen Probe wieder-

um
P A e on
ElI - A_u E" und V_’_“ i En

und mit der anderen in Querrichtung E, = K?%z

Wohl das einfachste Verfahren, relativ genau gleich zu drei elastischen
Grundkonstanten zu kommen, ist dasjenige von Tabelle 5.5. Es wird vom
Air Force Material Iaboratory empfohlen und basiert auf der Kenntnis
der zumeist ungefdhr bekannten, nicht so sehr streuenden Querkontrak-
tionszahl v, .

Fiir einen langen und flachen Streifen mit longitudinalen Fasern ist
ein Schubmodul ermittelbar, der im wesentlichen G12 entspricht
[Gawthorne/Harris]. Dieselbe Probenform mit transversal gerichteten
Fasern liefert auch eine Aussage fiir den transversalen Schubmodul G23.

" Fiir die Messung dieses G,, -Schubmoduls, G,z = G,, beim UD-Kérper, ist

der Torsionsversuch mit einem flachen Stab (Bild 5.20) geeignet
(bzéﬁenka/Schnell],S. 145).

My ) 3 " a 7 _ Brerte!
GJ_J_ — T‘—- m-Lt -J]J =OIB.‘_‘| a (g = ']—- D_L'ue ' LS'?q)

Die Querkontraktionszahl wird analog zu v,y Jedoch an einer Querzug-
probe ermittelt

9. = RO (5.30)
N



Dreidimensional

Manchmal ist es notwendig, alle neun Konstanten eines orthotropen
Korpers vorliegen zu haben (Glgn. ( 5.31 a)). Die Ermittlung dieser
Konstanten gelingt am besten ([Lempriere]) bei geeigneter Reduktion
der MeBdaten aus Versuchen mit verschiedenen Orientierungswinkeln
zwischen Faser- und Belastungsrichtung, dann also, wenn die Ergeb-
nisse von allen Koordinaten abhingen (Bild 5.27).

Bei rein einachsiger Belastung - nur 06,%#0 -~ liefern die drei Deh-
nungen die drei Beziehungen (Glg. {5.30))

G.
E=M 508 6 E: ?
=Y. G, -V, 5
RO e i o Brh (5.84)
E3 - 543 5'1 = _\EBG" = __\E_"\._G_" -
3 1

Die VerhHdltnisse der Dehnungen in Querrichtung zu denen in Léngs-
richtung ergeben zwel Gleichungen fiir die beiden Poissonschen Kon-

stanten

L
€

Say £ Say
I o PG (5.72)
Saq ’ Eq = Saa

==V, =
Beim Ubergang zu einem um die 2-Achsen gedrehten KOS f, f, 3’ erhalten
wir nach Durchfiihrung der Transformation [Lempriere, S. 366 fir
diesen uniaxialen Belastungsfall die Steifigkeitsziffern (sinw=s,
Cosw = C)

w = S 3 s (2534 +855) 8¢t + Sa,c”

n
!

Saz = 832 8% 4 §,, C (5.820)

73]
|

a T (533 + Saq — 355) szcz + Say ((‘."’ +5“)

in Abhéngigkeit vom Drehwinkel w» . Wir konnen diese Gleichungen noch
vereinfachen, so daB sie vorteilhafter anzuwenden sind

- 1 !
AP = s+ S = (S % 833) + (o 8300 )
4
‘ .
— ¥ 7
_é)lz_".. — S“z = (532 +(S¢\z_53z)(‘-1) (5‘9‘:'b)
4
“E;i = 5y = (5-\3 + (544 + S33 — Sg5 ~ 4 5y ) 5152) ’
-

Es werden nun die Wertetripel E;,‘vé1 und V%1 gemdB (5.71) fiir ver-
schiedene w-Werte festgestellt (Tabelle 5.6) und mit ihnen sechs der
neun Nachgiebigkeitsziffern bestimmt,

o~
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Die Auswertung der Versuchsergebnisse erfolgt mit dem Trick, daB
Lempriere die Summen 521 + 5;3, 5;2, 523 iiber den trigonometrischen
Funktionen linear auftrigt und so die beste Ausgleichsmethode an-
wendet, die es in diesem Fall gibt (Bild 5.27%). Es lassen sich leicht
an den Stellen @ = 0° und w= 90° einfache Beziehungen fiir die Nach-
giebigkeitsziffern erhalten

533 = O'1+03 3 543 bt = 0'401 3 532 = - 0'44?
Siw T 833 T OMA 5, 7 5, =-0,041 (5.82¢)
Sazy + Saq = Sgg — 25, =- 0,240 ,
aus denen sie dann selbat
S,, = 0,39k SR N0 505, STRE =10 0,402
14 1 b 13 ' 13 (5-83)
S;g =-0488 | 5, =—041% , 55 = AIWI

und weiter die sechs Grundkonstanten berechenbar sind

E, = 2,54-40°psi , E, = 4,38 -10°psi
G, = 0745:10°psi , vy, = 0289 (¥, =~ 0202) (5.84)
v,, = 0,143 TV ll=H072 511

Weitere zwei der drei verbliebenen Grundkonstanten E2’ G12 und G23
werden nach Drehung um die 1-Achse des Versuchstiickes, in einer
zweiten Versuchsreihe, erhalten. Die zugehdrigen Messungen fiihren
aber wieder auf sechs Koeffizienten Soos S339 So39 Sygr 543 und 544,
von denen nur 500 und S44 TEU hinzukofien. Die iibrigen vier stellen
somit niitzliche Kontrollen der ersten Versuchsreihe dar.

Die Bestimmung von 566 erfolgt in der dritten Versuchsreihe.
Differenzen, die Lempriere zwischen den Zyg- und Druckmessungen fest-
stellte, waren in §11 am griften und zwar fir © = 0.

Es ist noch zu bemerken, daB die Versuchseinrichtung grunds&dtzlich

so gestaltet sein sollte, daB die Verzerrung T 13 in der Klemmvor-
richtung nicht behindert ist. Eine Korrektur, unter der Annahme T3 = 0
fiihrte beim vorliegenden Beispiel zu kaum abweichenden Ergebnissen.

Bei einem transversal isotropen Kdrper, wie einer dicken UD-Probe,

sind nur fiinf voneinander unabhingige Konstante zu bestimmen (Glg. (5.3
Die iibrigen sind beil transversaler Isotropie in der 1-2-Ebene, analog
zu den Glgn. (5.3%) und (5.34) durch -

S22 = Sa 1 Suy T Sgg ) Say T Spy und G, = 2 (S4,~ Sap)
bestimmt.

5=



Am Beispiel von C-Fasern sollen die Grundkonstanten und die Nachgiebig-
keitsziffern eines transversal isotropen Kérpers vorgestellt werden:
Goggin gibt dazu die schon erwdhnte Tabelle 5.2 an, Die Werte darin
sind teilweise gemessen,oder mit Gleichungen von Halpin/Tsai, 1969,

und Meaton, 1968, gewonnen worden.

Erwdhnenswert sind im AnschluB an das Vorgenannte noch die Grenzwert-
betrachtungen von Brandmaier fiir die Nachgiebigkeitsziffern unidirek-
tionaler Faserverbunde und von Hahn die Entwicklung der Invarianten

bei orthogonaler Matrix, womit eine gewisse Uberpriifung der Giiltig-

keit der Jeweils vorliegenden EXK m&glich ist,

Weiter ist aus numerischen Griinden noch eine Arbeit von Xavanagh, 1973,
anzufithren, In dieser werden Einfliisse von Meffehlern, Probenvariationen
Lufteinschliisserauf die EK festgehalten., Ein 10 %-Fehler in irgend-
einer Fehlerquelle, wie Misorientierung der Fasern, Temperaturdnder-
ungen, Probenungenauigkeiten, ¥ehler in den Lasten und ungenaue Dehnungs
meBstreifenlage, kann schon zu ungiiltigen Werten fiihren. Der Erhalt
eines schlecht konditionierten Gleichungssystems zeigt nach kurzem
Studium an, welchen EinfluB ein Fehler von bestimmter GroBe ausiiben
kann.

Es ist immer von Vorteil zur Kontrolle mehr GrdSen zu messen als man
unbedingt braucht!

5eT¢2 Dynamische Ermittlung von ElastizitidtsgrtBen

Zur Ermittlung von Elastizitdisgrifen faserverstiarkter Kunststoffe
ktnnen auch sogenannte dynamische MeBSverfahren herangezogen werden.
Man teilt sie ein in Verfahren, die mit der Messung fortschreitender
Wellen arbeiten und solche, die stehende Wellen bzw. Schwingungen
benutzen. Der Unterschied zwischen den beiden Wellenarten ist der,
daB fortschreitende Wellen zumtheoretisch un. endlich ausgedehnten,
elastischen Kontinuum gehdren, wdhrend stehende Wellen ausgezeichnete
Losungen der Bewegungsdifferentialgleichungen spezieller, endlicher
Kontinua sind., Bel fortschreitenden Wellen ist nur der Losungsansatz
anders.

Die Fortpflanzung der elastischen Wellen richtet sich nach den ela-

stischen Eigenschaften und den Abmessungen des Ktrpers. Ahnlich, wie
in der Optik treten Reflexion, Brechung, Beugung, Streuung usw, auf,
weshalb man die Wellenfortpflanzung auch hdufig als Schalloptik be-

zeichnet [ Niederstadt].

Bei fliissigen und gasftrmigen Medien entstehen infolge der Volumen-
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elastizitdt Kompressionswellen als reine Longitudinalschwingung

(Bild 5.28d). In festen Kérpern kann die Schallenergie durch Tongi-
tudinal- und Transversalwellen iibertragen werden. In allseitig aus-
gedehnten Medien bilden sich Wellenformen, wie im Bild 5.28b und
5e«28Co,

In Platten und Stidben entstehen durch Grenzfldcheneinfliisse, das sind
verénderte Verformungsbedingungen, Dehn- und Biegewellen, wie im

Bild 5.28d und 5.26 e,

Die dargestellten Formen stellen indessen immer die einfachsten Typen

dar. Durch ﬁberlagerung verschiedener Schwingungsformen kdnnen weitere
Schwingungen héherer Ordnung entstehen,

Als Voraussetzungen fiir die Brauchbarkeit dieser MeBverfahren liegen
vor, daB die Anisotropie des FK homogen sein soll und meistens, daB
die Dichte gleich ¢, bleibt. Im Bereich der Raumtemperatur brauchen
bei den meisten FX keine Didmpfungsverluste beriicksichtigt zu werden,

Wichtig fiir die Anwendbarkeit der dynamischen MeBverfahren ist, daB
hdufig ein Vergleich von FK mit Kristallen méglich ist, da beide -~ wie
schon erwdhnt - ausgezeichnete Richtungen der Elastizitidt aufweisen.
Hierbei ist zu bemerken, daB bei der Messung der EK von kristallinen
und glasigen Korpern zu statischen Untersuchungen die isotyhermen

und zu dynamischen Untersuchungen die adiabatischen Elastizititswerte
gehodren,

Als untersuchenswerte Fdlle unterscheiden Schaper/Schittko zunichst
drei Fédlle, wenn einmal von Mattenverstirkung abgesehen wird:

a) orthogonal verstirkte Faserlaminate mit ungleichem Faser-
volumengehalt in Richtung der beiden Hauptachsen (hierher
gehtren auch unidirektional verstirkte Laminate bzw., UD=-
Kérperproben),

b) orthogonal verstdrkte Faserlaminate mit gleichem Faser-
volumengehalt in Richtung der beiden Hauptachsen,

¢) unter beliebigem Winkel gekreuzte Faserverstirkung, wie
sie z.B. bei gewickelten Rohren vorliegt.

Im AnschluB hieran, soll der theoretische Hintergrund der MeBverfahren
vorgestellt werden,

A, Fortschreitende Wellen

Bin Verfahren zur Ermittlung der dynamischen Moduln ist die Anwendung

n



von polarisiertem Ultraschall. Die Vorgehensweise bei dieser kombi-
nierten Theorie-Versuchs-Ermittlung der EK gestaltet sich wie folgt:
In den Gleichgewichtsbeziehungen (4.45) werden nach D'Alembert

’a'-u 'at 'DL 'u [

Pe=Pa™ " 3317 J'f"a""?v—‘a—{yi ) %2 = ~Sv 5T brw. ?&z'qu_,; . (z88)

gesetzt, Als Forminderungsbeziehungen liegen die Glgn. (4.46) vor.
Als Elastizitdtsmatrix bei rhombischer Anisotropie gilt diejenige
von Bild 5.3,

Fiir das vorliegende DGL-System erhalten wir mit x,y,z = 1,2,3 und
x! = x; beim kartesischen KOS [Tauchert/Guzdsu] die Glgn. von

Beltrami/Michel

2 z 2 2 2
9 Ua Dhu
C ARY'C LIk + Cog 'D___,,_+ (C,n."’c{.r.)_z'~ + (‘ ss) 'a,__}'_‘ = ?v'g_?-n_
.19‘:3 i

14|ax42. %a 7.. ra

o u Du, 2 ua ) ?tus
Cas,a_L +C ;ﬁﬂ" t Qo4 B 5 TR t (c“*c“)axLDxJ s ( 13-'“"") 0%, Bx, 9\, '7‘1"
(5.86)
'?J B v Puy Fuy 2 u 2t u, Tluy
Ce “owzr +Cu. X t Cyy ¥, 4—(&43-%.5:) 3:3 + (ot tun) v, 9K, =%y 74t ?

worin die Geschwindigkeiten

W u
- {5 -
: Uy w
vorkommen und als Dichte in allen Richtungen die GrédBe 9, .

Wir suchen nun fiir das DGL-System (5.86) eine L&ésung zur Trennung der
Verinderlichen, die ebene Schallwellen repridsentiert. (Das Wort eben
heiBft nur, daB die Wellenfléchen eben sind. Es hat nichts mit einem

zweidimensionalen Problem zu tun). Die Aufspaltung'in zeit- und orts-
abhingige Anteile erreichen wir mit Hilfe des Ansatzes fiir die fort-

schreitende Welle
&¥i (s x; - ct)
= ‘Mz
u, = U, e : S (5.87]
wobei die Uk die Komponenten der Verschiebungsamplitude sind, A die
Wellenldnge, die nj Richtungscosini der Normalen zur Wellenfront und
c die Wellengeschwindigkeit. Nach Einsetzen des Losungsansatzes in

die Gleichgewichtsbedingungen erhalten wir drei Gleichungen
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A —
Fe -8t p |t =k, (.68 a)
- 2 :
r:l:, \—'u r.‘zz wc u3 L 1
worin die Abkiirzungen rTij gegeben sind durch
C 5 : c co)
r«q = NgC,, bt whah, Cse } st = nhith ( 23+ Cuu
T 1
F'L‘L = Y‘h.l Cee + Ny C;p, + V13 Cu 3 P'l} = Na¥y (543 + Cs¢ ) (5'86 b)
L < " = (c. rateel)
rl33 k—3 Y.h‘ CSS 4 hz Cq._r + Vl3 (—33 } \—‘4'_ = nqnz AL [ -

Fiir eine nichttriviale Losung muB die Determinante eines homogenen
Gleichungssystems verschwinden.

Im Sonderfall, daB die vorliegende ebene Welle in der Schallausbrei-
tungsrichtung x, wandert (n1 =1, n, = ng = 0) gelten

r‘qq = c-\q 3 r‘tt. = CSG ? ‘-'.33 = CSS 3

‘-‘r_s“—‘,‘! =‘:"= 0

so daB
Can=GuCr 0 o
0 Coe =0 ©F ) = 0 (5.89)
2
0 o Css ™% C,

Wir sehen, daB bei dieser Wellenrichtung drei verschiedene Wellen mit
zugehtrigen Geschwindigkeiten und aufeinander senkrecht stehenden
Schwingungsrichtungen

Cqom= |52 g Cqo= |-S8e— , C =\|'C ({500
o= Sv E Qv E Qv

mdglich sind, Das Einsetzen dieser Wellengeschwindigkeiten (5.,90) in
die Glgn. (5.88 a) zeigt, daB die erste Welle longitudinal ist (bei
stabformigen, isotropen Medien g:-vgz), widhrend die zweite und dritte
transversaler Natur sind (s, auch [Schenkell).

Wenn aber die Einschallung z.B. unter 45° in der X, = X3 Ebene erfolgt
(n, = n =1A7 n, = 0), so haben wir eweh gemischte Wellenformen

mit entsprechenden Bewegungen der Teilchen vorliegen. Obwohl die Wellen

dann teilweise weder rein longitudinal noch rein transversal verlaufen,
so spricht man bei der schnelleren (s.Tobel'= 5.¢) von einer quasi-

longitudinalen und bei der langsameren von einer quasitransversalen
Welle,
Bei den zu erfolgenden Geschwindigkeits- bzw. Laufzeitmessungen sind
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die Transversalwellen wegen des kleineren EK im allgemeinen ohne
Bedeutung, weil der zuerst ankommende Schallimpuls von der schmeller
laufenden Longitudinalwelle gegeben wird.

Fiir Cqq ist der Zusammenhang mit den technischen Elastizitédtskonstanten
in den Glgn. (5.36) bzw. (5.31) oder (5.35) festgehalten. Bei ebenen
Platten milssen die Glgn. (5.39) herangezogen werden, Beim anisotropen
Stab ist Cqq = E, »

Die Ermittlung der Elastizitdtskoeffizienten lduft so ab: Es werden
zuerst fiir eine Einschallrichtung die verschiedenen Geschwindigkeiten
gemessen, und anschlieBend die Elastizitdtskoeffizienten gemasB (5.88)
berechnet. Analog konnen filr die Ubrigen sechs Elastizititskoeffizienten
und andere Einschallrichtungen die zugehtrigen MeB8werte gefunden werden.
Die EK Ciq0 Coo und Cz3 werden mit Hilfe von Wellen in den drei Koor-
dinatenrichtungen 1, 2 und 3 ermittelt.

Die C 440 c55 und Cee werden ous gemessenenGeschwindigkeiten der Trans-
versalwellen erhalten. Um die Cozs Cq3 und Cyp 21 erhalten, werden

in den verschiedenen 45° Richtungen jedes KOS guasilongitudinale Wellen
ausgesendet und ihre Geschwindigkeit gemessen([Tauchert/GuzelsuD. Der
Zusammenhang mit den technischen Elastizitdtskonstanten ist durch

6lg. (5.31 b) bzw., (5.38 b) fiir den flédchigen Korper gegeben., Beziig-
lich der Versuchsdurchfiihrung, der Probenform und des Versuchsaufbaues
sei auf [Schaper], ENiederstadt] und [Tauchert/Guzelsu] verwiesen,

Wir sehen aus den obigen Gleichungen, daB zur Berechnung einer tech-
nischen Elastizitdtskonstante ziemlich alle Cix ~ Werte und damit
auch die Schallgeschwindigkeiten in mereren Richtungen bekannt sein
miissen. Fiir orthotrope, fldchenhafte Korper ergeben sich Vereinfach-
ungen gegeniiber dem rdumlichen Kérper. Es bleibt noch zu erwdhnen, dag
aus der GrbBSe des Elastizitdtsmoduls - bei gegebenem Laminattyp -
([Schaper], [ Niederstadt] ) auf den Fasergehalt geschlossen werden kann.
Weiter lassen sich Abweichungen der Fasern von der vorgesehenen Orien-
tierung aus dem Polardiagramm der Schallgeschwindigkeiten abmessen.
Bild 5,29 zeigt das Polardiagramm fiir den Elastizitdtsmodul E (w)
und den Longitudinalwellenmodul . 11 (w) eines GFK-Laminates.

Wenn die Ultraschallversuche mit hohen Frequenzen von etwa 2 MHz
erfolgen, so sind die gemessenen dynamischen Werte ziemlich genau die
adiabatischen., Da die zahlenmiBigen Abweichungen bei FK von z.B. ExShL
gegeniiber E manchmal nicht vernachlédssigbar sind, sollten die Grund-
elastizitatskonstanten mtglichst nicht aus einem Gemisch von statischen
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und dynamischen MeBgriBen berechnet werden ([Schaper]).

B) Stehende Wellen

Die Anwendung der Messung von Eigenfrequenzen schwingender, stabfor-
miger Proben zur Ermittlung von Elastizitdts- und Schubmodul des
verwendeten Werkstoffes, ist ein schon seit langem bekanntes Verfahren
[Goens]. Als Losungsansatz ist gegeniiber (5.87)

u, = U, (xg) Fla) (5.85)

einzusetzen, wobei die U, Eigenfunktionen des betrachteten Kontinuums
8ind und den zugehdrigen Randbedingungen geniigen. Da die bisherigen
Arbeiten sich im wesentlichen mit den Schwingungen von UD-Stiben bazw.
-Balken beschdftigen, soll die Methode auch nur an einem Stab auf-
gezeigt werden,

Fir einen langen UD~Stab, der auf zwei Stiitzen gelenkig gelagert ist,
gilt die Schwingungs-DGL. fiir Biegung (s. Bild 5.30 u. (3 =3 ,()=%)

min (x,t) + ETw(xt) = 0, (5.86)

worin m =9 A, die Masse pro laufenden Meter und EI die Biegesteifig-
keit darstellen, Machen wir den LGsungsansatz

it
W o= w, () Tr) = wy(x)-e*®
zur Trennung der Verédnderlichen, 8o verbleibt
LA
w mw
- =2_ W (x) =0. (5.8%)
Wo (%) - == , ()
Das Einsetzen des Ansatzes
W, =W;‘s1'.nl{— . (5.e8)

erfiillt sowohl die DGL, als auch die Randbedingungen EIw, (x=0) =
EIw, (x=1)=0 und wo(x=0) = w,(x=1)= 0, wenn

A=nm, n=423(bis Schubeinfluf bedeulewd)
ist. Damit sind die Eigenfrequenzen als

%% ==\U%§. (5.89)

festgelegt und es kann der E-Modul,nach Messung der Eigenfrequenzen,
bestimmt werden, Auf diese Art lassen sich bei einer langen 0°-UD-Probe
E, und bei einer 90°-Probe E, ermitteln,
Eine Aussage fiir die Schubmoduli Q# oder GLL(Querprobe) erhdlt man
erst durch Beriicksichtigung der Rotationstrigheit des Elementes und
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der Schubweichheit. Dazu muB der sog. Timoshenko - Balken herange-
zogen werden ( [Pimoshenko],|H. Schneider]). In diesem Fall wird dann
die Probe Xiirzere Abmessungen haben, bzw. sind bel einer ldngeren
Probe die entsprechenden Oberfrequenzen zu messen ([Cuntze]).

Bei H. Schneider ist das Verfahren zum Auffinden der E~ und Schub-
moduli angegeben,

In jiingster Zeit sind dem Verfasser einige Arbeiten hekannt geworden,
iﬁkngahwingungsmessungen auf die Ermittlung der elastischen Grund-
konstanten von FK angewendet wurden. Es sind dies [Abarcar/Cunniff],

[ Dudek ] und [Adams/Bacon].

Abarcar/Cunniff untersuchen einen schmalen UD-Balken unter den Faser-
orientierungswinkeln o = 0,15%, 30° und 90°. Bei den Winkeln 15° und
30° miissen sie, well Biegung und Torsion gekoppelt sind, die entsprech-
end aufwendigeren Gleichungen des Biegebalkens unter Torsion zur
Bestimmung der Elastizitdtswerte heranziehen,

Dudek ermittelte E, , E; und G, bei UD-Proben aus CFK und verglich die
Werte mit statischen Versuchsergebnissen. AuBerdem studierte er den
EinfluB des Verhdiltnisses Balkenlinge zu Balkenhthe. Die Uberein-
stimmung der Werte war fiir E, recht gut.

Bei allen dynamischen Versuchen ist der EinfluBf der Dimpfung abzuwigen
und zu entscheiden, ob er mitgenommen werden muB oder nicht. Adams/
Bacon, 1973, zeigen, daB der Schub diejenige vorherrschende Spannung
in einem Taminat ist, die fiir Ddmpfung sorgt. CFK und GFK haben nur
eine niedrige Dédmpfung, die nicht frequenzabhingig ist. Eine Tempe-
raturabhéingigkeit wird erst nahe dem Glaspunkt gefunden.,

Adams u.a. geben fiir CFK und GFK die GrbBen fir G, und E;, nebst zuge-
horiger DEmpfung als Funktion des Faservolumenanteils an.

In [Adams/Bacon, 1972] wird der Versuch und der Versuchsaufbau fiir die
Messung des E-Moduls und der Dampfung bei frei - freien Biegeschwin-
gungen eines Timoshenkobalkens beschrieben. Es wurde gefunden, daB fiir
Materialien mit niedriger Dampfungseigenschaft der Schwingungsversuch
nicht an Luft, sondern im Vakuum (kleiner 0,5 Torr) durchgefiihrt werden
muB!
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Bild 5.11 Formale Darstellung der Spannungs-Dehnungs-
Verliufe der UD=-Schichitspannungen
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Bild 5.13 Zur Definition von Elastizitdtsmodul E,
Sekantenmodul E_ und Tangentenmodul E
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Bild 5.1% MeBwerte und theoretischer Verlauf fiir den
E~-Modul E, bei Lingsbelastung in Abhidngigkeit
vom Faservolumenanteil ¢ [ &Fk).

[ Puck ,'D-lss.-.l

Bild 5.15

Idealisiertes Ersatzbild fir
in eine Matrix eingebettete
Fasern (Federschaltung)

r Puck/Wurtinger ]
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Bild 5.16

Idealisierte Faserpackung in
einem Faserkunststoff
[Wiedemann , S. 78]
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Bild 5.18

Vergleich zwischen Theorie
und Experiment bei den Quer-
kontraktionszahlenv,, und v,,
in Abhidngigkeit vom Faser-
volumenanteil ¢ ., GFK,

(aus Diss. Puck. 4,0=
Packungsarten)
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Bild 5.19

Vergleich verschiedener, theo-
retisch ermittelter Querkon-
traktionszahlenVy,,K mit Versuchs-
werten, CFK.

(nach [Foye, 1972)

Bild 5.20

Darstellung der Wirkebenen der
Schubmoduli in einem unidirek-
tionalen Verbundkdrper

{Cawthorne/Harris]
Es
E, | GNm-2 ‘ ;/ <
200} €, : —=
%
\
1so§k
X \ .
E I } carbon (theoretical curve); .
‘/ o ‘YF:‘_ Results of Dimmock and Abrahams
IOOF' \ peot Bild 5.22
«\ Vergleich der theoretischen
\ Kurve des E-Moduls E, mit
sob A gemessenen Werten in Abhin-
\\ gigkeit vom Faserorientie-
N & rungswinkel
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B11d. 5.2

Technische Elastizititsgrifien des UDV

in Abhédngigkeit vom Faserorientierings-
winkel (2]

1 = 14,5 . 10* N/mn?, B, = 0,514 .
H!‘mm # = 0,528 - 104 HJ’IIIIIIE, ?;"
= 0,539; Zahlenbeispiel aus [Dietz])

Bild

5.23 Technische Elastizitdtsgrilien B, von iAWV in Abhdngipg-
keit vom Faserorientierungswinkll
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Bild 5.24 ElastizitdtsgroBen eines ausgeglichenen
Winkelverbunds in Abhingigkeit vom Faser-
orientierungswinkel £

(Ey = 14,3 -’loﬁt N/mma; E, = 0,514 - 10% N/mm®;
Gy= 0,528 - 10" N/mm“; v,,= 0,539)
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Bild 5.25 ElastizitdtsgréBen eines Kreuzverbundes
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Tabelle 5.3 Ermittlung von GrundgroBen unidirektionaler Verbunde

mittels relativ einfacher Proben
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4%3__4 Flachzugproben

NOL-Ring nach ASTM

Bild 5.26 ©Probenherstellung fiir die Ermittlung unidirektio-
naler Verbundwerte., Nol-Ring-Testvorrichtung.

a/b 1.0 1.2 1

@

1.75 | 2.0

~ja b
2.5 | 3.0 | 4.0 50 | 6.0 ’ 8.0 100 | w
U.:!(‘»!i!ﬂ.‘.’ﬁl 0.291‘0.2!]9}().:{1)7 0.313'0.333

Pabelle 5.4 Querschnittsparameter » fiir Ringe mit Recht-
eckquerschnitt ({Greszuk]l)

8 [0.1410.166J0. l‘.](')0.21-1|0.22‘.}

0.249

o
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1. Absch&tzung von ¥ , aus der Mischungsregel,

2. Messung von & ,¢5,¢,,6, an einer Probe mit einem Paserorien-
tierungswinkel zwischen 20° und 30° weil in diesem Bereich der
EinfluB eines Fehlers wvon VY,

kleiner als 5 % sein diirfte

(1t. AFML-TR 66-274, S. 107).

3. Einsetzen der MeBwerte in die Beziehungen

i
ﬁ|/+;<

( P
Y “Floche A

\..,________/

DHS — Anordnung

may =8, /6, my = Ef5, 1+ M < Ecff,

a) Fiir beliebiges o

e, - 1= e er )

2
"'A*"'C tan o --(Zmzs -m, - mc)hnt

E, = 1

Vv -
m, + me co‘lza + (n‘.mB -m, -_rncl cola + E-:‘-’-;-.L col‘m

Gy =

Z(mA - mC) + llmn -m, - mcl {tola - tana)

b) Fiir « = 30° wird vereinfachend tan & = 2
cot o= V3 , Kleinster Fehlerbereich.

¢) Fir o = 45° wird tan o = cotanwx=1

E = 1- v.l.l!
u zth - l':'\B + mcf

@‘*_“ .

Z ('ma"‘“c.)

Tabelle 5.5 Vorschlag fiir ein relativ schnelles Verfahren zur

Erfassung der elastischen Grundkonstanten einer
UD-Schicht (nach [ Greszukl).
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A

. Cut Dins to Woave

Lineare Darstellung
WEAVE

OWENTATION der MeBwerte

e
&. Cul Paratlol to Wava

KOS des Werkstoffes (1,2,3)
und der Proben (1',2),3)

Bild 5.27

Ermittlung der Elastizitdtskoeffi-
zienten eines dreidimensionalen
Faserverbundes (Verfahren und Bei-
spiel aus [ Lempriere, 1968])

COMPRESSIVE
TENSILE

W 8
' o
. 18
| |
-] 9.1 9.2
-Inz.- rnm2
A X o
a® 0 20 30 70 )
E‘ 286 2,00 2,08 1.97 1.8 tensile
' 265 2,41 222 108 2.06 com- % 108 st
pres- bt
sive
V01T 0,160 0,196 0.212 0.213 tensile r
PO0.200 0.202 0.193 0.223 0.231  com- MeBwerte fiir CP 109/5055
pros- unter verédnderlichem Be-
BIVE i
OL2E 0.255 0,317 0.220 0,206 tensile lastungswinkel
0314 0,326 0.324 0.224 ...  com-

pros-
sive

cos’a 0.883 0.750 0.117 0

sinlx tos’a 0,103 0.188 0.103 0

Su’ + S’ 325 0.342 0.320 0.392 0.427 tensile
0.279 0,304 0.378 ... compres-

sive Test data obtained by L. Cohen

oo oo odor
: 5
<N

S 072 0.077 0.004 0.105 0.114 tensile £ th al Flectric Compan
076 0.084 0.087 0.113 0.127 compros- gor tﬁeGgﬁgﬁeities of carbog y
51ve
- 098 0.136 0.152 0.1i6 0.111 tensle  phenolic CP 109/5055
118

0.135 0.146 0.126 ... compres-
sive

* All complisnces X 10-* pai~1.
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Bild 5.28 Wellenformen in festen isotropen Medien
(aus [Niederstadt, 1962])

Richtung Bewegung
der der Wellentyp Bestimmung der EK
Uttraschallwelle Teilchen
n1 = 1 X1 Lg ” C1‘1 =9vc2
na=ny=0 ot T2l Ces =§vc?
X3 T2 Css =F%Fv t':2
n, =1 X1 L Czz =gvc?
X2 T Css =9v c?
Ng =Ny = 0 '
X3 T Cue =§vC?
. X4 L Cs3 =%vc?
3 X2 T Css =9yc?
n, =n2=0 X3 T CG‘ =?VC2

na =Ny ﬁz_"- X,X3-Ebene | QL, QT Czs =(V(C21+C~+ -29yc?)
‘Yeast con-29vc?) -cﬂ)

Tabelle 5,6 Zusammenhdnge zwischen den Elastizitdtskoeffizienten
und den Wellengeschwindigkeiten in einem orthotropen
Kérper (n.Tauchert/Guzelsu)
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S8 ' 7 ‘Fichtung'
gl 8
LV Y o 4000
: ; Wy
-

m-
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Bild 529 Polardiagramm eines Laminates aus 32Lagen Glas=
gewebe Typ Interglas 91155 und 28Gewichtsanteilen
Leguval W41 (aus [Niederstadt, 1962])
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Bild 5.3%0

Herleitung der Bewegungsgleichungen des

schwingenden Balkens (ochne SchubeinfluB)
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6. EinfluB der Temperatur

Von groBer Bedeutung fiir die Auslegung von Faserverbundkonstruktionen
ist die genaue Kenntnis des Wdrmeausdehnungsverhaltens. Es wird hier
an Warmedehnungen im Auhfrteofen erinnert, oder an kryotechnische
Anwendungen, bei denen aufler an die elektrischen Eigenschaften auch
bestimmte Anforderungen wegen der groBen Temperaturdifferenzen an die
thermische Kontraktion gestellt werden. Ein besonders interessantes An-
wendungsgebiet liegt bei Parabolspiegeln vor, die auch bei Temperatur-
einwirkung verzerrungsfrei bleiben miissen. Um Eigenspannungen zu
vermeiden, sollten bei Verwendung verschiedenartiger Materialien deren
Wdarmeausdehnungskoeffizienten (WAK) etwa gleich groB sein,

Anders als bei isotropen Werkstoffen bietet sich hier die Moglichkeit,
die thermische Kontraktion und die Wirmespannungen zielgerecht durch
Wahl des Aufbaus eines Laminates zu steuern. Ehnliches gilt fir die
Warmeleitfdahigkeit in Laminaten [Knappe/Martinez]. Ein Leminat mit
sehr kleinem WAK, der fast unabhingig von einer betrachteten Richtung
W ist, zeigt Bild 6.15 (Kurve C).

Die Werte des WAK und der Wiarmeleitfihigkeit eines Laminates hingen
zum Teil stark vom Temperaturbereich ab. Der WAK nimmt in diesem Bild
mit tiefer werdender Temperatur betragsmiBfig ab. Bei isotropen Werk-
stoffen liegen im allgemeinen keine solche Veridnderungen im betrach-
teten Temperaturbereich vor,

Von Faserverbunden ist weiterhin bekannt, daB der lineare WAKX eines
Laminates vom Orientierungswinkel der Faser im Laminat abhingig ist,
Unter Orientierungswinkel bzw., Faserablegewinkel versteht man den
Winkel zwischen der Paserrichtung und einer angenommenen Achse.

Es s0ll Ziel dieses Kapitels sein, das Wiarmeverhalten von Faserverbunde:
theoretisch zu erfassen und durch Beispiele zu erldutern, die moglichst
versuchsmdfig belegt sind., Damit sollte weiterhin angeregt werden,
immer noch vorhandene Unterschiede zwischen Versuchskurven und analyti-
schen Kurven aufzukliren,

P Spannungs-Dehnungs-Beziehungen fiir die Schicht

Liegen temperaturbedingte Anfangsverzerrungen vor, so lautet die
Spannungs-Dehnungs-Beziehung fiir den rdumlichen Fall gem#B8 (5.21 ¢)



B = Car { & - ﬁrAT) (g = 2. &
bzw, in Matrizenform {G}== IC] (%EE__{EsTi) (6.4)

und fiir den ebenen Fall gemdB (5.38 a) formal dnnlich

&T -
G = aq (&, =€ 7  {aw=a2¢
_f e s 21)) WMl{i6*2a)
baw. 15} = [@] ({e} “iﬁbi!‘
In ausgeschriebener Form wird daraus das Gleichungssystem
st 2 T\
oA j('n Gar Gaz Qy, lE‘l‘l [E'IA
5, ) = Cz.& = 922 2z Ea\ T ELAT (b.2b)
aT
T G, | g 9o \ e B, /
mit den Steifigkeitskoeffizienten (g.v = +.2.&)
Cqa C
FGar = Car — — (6.3)

Cay

Geht man von den Gleichungen (6.2 b) auf den UDV iiber, so werden die
Elastizitdtskoeffizienten q, und g, ~zu Null,

Es ist weiter fiir den rdumlichen Fall bei einem Temperaturunterschied
als Vektor der Dehnungen

&TY1 o ' . 3
(57} = a7 To, o, 0, 0,0, 0] (6.4

anschreibbar. Beim Ubergang zum ebenen Spannungszustand (ESZ) wird
daraus

-
{e n} = aT ["‘4-“2,0] (6.5)

Wenn wir auf die k'te Einzelschicht eines ebenen MSV ilibergehen, wird
aus (6.5)

-
{EAT};_ AT, {0(,, S, O]& (6.)

Fir die spdtere Rechnung ist es erforderlich, die Temperaturdehnungen
des UDV in Hauptachsenricantung durch die GréBen in Orthotropierichtung
der Schicht auszudriicken. Dieses gelingt mit (4.160) und fithrt zu

. atl - |
‘{EATLr- [-Elk {Eub]ﬁ = LTE 'Ik AT& {Uub}h (G.'{}



bzw. fir aT, = aTl zu
at ‘.0(}& = [-Tt]h AT {dun}& .

Die WAK lauten dann
o
ot

Oy y
{Dqﬁ:: ‘0!‘:\& = [.Telﬁ. i ;}k 5 ITE]&.{O{"’)‘S& ’ (6-9)

SET

Zur Verdeutlichung der vorstehenden Gleichung sei zum SchluB fiir zwei
CFK-Verbundschichten in Bild 6.1 die Abhi#ngigkeit des WAXK &, vom
Orientierungswinkel angegeben, Leider ist das Harzsystem nicht ange-
geben (fiir das Celanese Produkt vermutlich das Harz 350 L), Die ver-
formte Figur zeigt an, welche Gleitung infolge !, bei Erwirmung eines
UDV auftreten kann.

Flir jede UD-Schicht (k) gibt es laut Glg. (6.8) drei mbgliche Ver-
formungen. Diese Verformungen ergeben sich aus der Uberlagerung von
Wérmedehnungen{asqkund Dehnungen durch = « Fir jede
Einzelschicht miissen in der 1-2 Ebene zwei WAK und ein Schubverformungs
koeffizient bestimmt werden. Sie lassen sich durch Winkeltransformation
aus den Wirmeausdehnungskoeffizienten in den Orthotropieachsenrich-
tungen’w“uﬁ*ﬂnit den Glgn. (6.8) berechnen, Der Schubverformungskoeffi-
zient Ezkist als MaB filir die Schubverformung der UD-Schicht ausschliefi~
lich der Wdarmeausdehnung und nicht den Wdrmespannungen zuzuschreiben.

6.2 Warmeausdehnungskoeffizienten-Berechnungsformeln

Infolge der unterschiedlichen Wdrmeausdehnungskoeffizienten von Fasern
und Matrix ergeben sich fiir Faserverbunde richtungsabhingige Wirme-
ausdehnungskoeffizienten, In [ Schneider, 1973] wird fiir einen solchen
Fager-Matrix-Verbund ein Modell vorgestellt, das es gestattet, die
Wirmeausdehnungskoeffizienten zu berechnen., Im folgenden Absatz wird
im wesentlichen aus dieser grundlegenden Arbeit zitert.

6.2,1 UD=Schicht

Im Fall der UD-Schicht unterscheidet man die Wirmeausdehnungskoeffi-
zienten &, in ILéngsrichtung undo, in Richtung quer zur Faser. Diese
Koeffizienten werden in der vorgenannten Literatur unter folgenden
vereinfachenden Annahmen ermittelt:

¥ SPmﬂwumgan wfolage Debtrmungibeliic dzrum g Lo Eu(lare £elaa+uu5.

6-3



- Die Fasern werden als ideal gerade, parallel laufend und
in der Matrix gleichmiBig verteilt angenommen,

- Zwischen Faser und Matrix besteht vollkommene Haftung.

-~ TIdeal elastisches Verhalten fiir Fagern und iatrix wird
vorausgesetzt.

- Bei seiner Aushidrtetemperatur sei der Paser/Matrix-Verbund
spannungsfrei; Schrumpfspannungen durch Volumenschwund
werden nicht beriicksichtigt.

- Der Fager/Matrix-Verbund besteht ausschlieBlich aus Fasern
und Matrix. Zusatzstoffe wie Schlichte und Haftvermittler,
Lufteinschliisse und sonstige Fremdkorper werden nicht
beriicksichtigt.

- Die Faser ist isotrop.

~ Das Modell soll eine hexagonale Faseranordnung von zylin-
drischen Fasern in einem konzentrischen Matrixmantel bein-
halten.,

Unter Zugrundelegung dieses idealen Modells fiir eine UD=Schicht,
entwickelt W. Schneider die Gleichungen fiir &, und o/, ., Dabei ent-
sprechen die gefundenen VWirmespannungsgleichungen denen eines Hohl-
zylinders bzw. Vollzylinders unter Innen- und AuBendruck. Verwendet
wurden als Gleichungen die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen von Matrix
und Faser und die Kompatibilitdtsbedingungen zwischen Matrix und
Faser,
Nach Aufliosung des Gleichungssystems nach deno, und & und der Ein-
filhrung des tatsdchlichen Faservolumenanteils ¢ werden relativ unbe-
queme Formeln fiir «, und «; erhalten. Bei Einfiihrung der Vereinfach-
ungen

EFJ_"-‘:' EF N Voo =V o (4-—\7;)/‘2‘: ~ 0 Z.V:‘/EF =0

deren Fehler unter 1 % sein sollen, erhdlt man fiir

( 2 ) V ‘E_ﬂ ’

B ) 2. (Vo4 — Ve —4)4 49 B n Eg } i.a

o, =X, - (v, —O‘F)[ft'llq (2 vy +V,-4) = 4-v,,) Ee 4 A-Ade 6A)
Em 4.’\!{

Fiir , ergibe sich eine &hnlich komplizierte Formel. Begniigt man sich
allerdings mit einem Fehler (der komplizierteren Formel gegeniiber)
von 5 %, so reicht die folgende einer Federschaltungsrechnung ent-
stammende Formel

™, -
1 ™ ¥
Hn = Re e Er 4‘ (& 10)
4""‘? EM
ans.,

o
I
I



Tn Bild 6.2 sind fiir spezielle GFK-UDV die WAK in Abhingigkeit vom
Faservolumenanteil aufgetragen. Zu ersehen ist eine erhebliche Ab-
hanglgkeit des WAK von GFK von dem Glasfasergehalt und der Faser-
orientierung. Das rithrt daher, daB der WhiK der Glasfasern etwa um
eine GroBenordnung kleiner ist als der der Harzmatrix. Selbst bei
einer nur unidirektional faserverstidrkten Schicht treten wegen dieser
gehr unterschiedlichen Warmeausdehnungskoeffizienten bei einer Tempe-
raturdnderung des Verbundwerkstoffs Spannungen zwischen Fasern und
Matrix auf.

Fiir CFK-UDV wiirde sich zeigen, daB wegen des grofen EF/EM-Verhélt-
nisses ®, praktisch allein von der Faser bestimmt wird., In der
Querrichtung ist der EinfluB Zhnlich grof.

Der WAK o, ist ziemlich abhéngig von der Fageranordnung in der Matrix.
AuBerdem hdngt er von den wirklichen Faser-Querelastizitdtsmoduln ab,
die leider bei anisotropen Fasern (quasiisotrop) wie der Kohlenstoff-
faser unbekannt sind. Bei der Berechnung von &, wird deshalb bei CFK
der Lingswert EF auch in Querrichtung angesetzt.

6.2.2 Mehrschichtenverbund

Fiir die Ermittlung der WAK eines mehrschichtigen Verbundes bzw. Lami-
nates aus den Schichtanteilen wird von der Spannungg-Dehnungs~Beziehung
des ILaminates unter Wirmedehnung bzw. Wdrmebelastung ausgegangen. Es
gilt dann fiir ebene Belastung

{e} = [?11 P {ee! (6.11)
[si=ray”
Der Spannungsvektor . : "o
157 = {“/{E = :E. e (Y, (6 A2)

driickt darin den Zusammenhang zwischen Schichispannungen und Laminat-
spannungen unter #uBerer Belastung aus. Wenn man hierzu analog bei
der Wiarmebelastung vorgeht, so kommt man iber

. = T
{7y [§] { - 1 (6.43)
(Schreibweise von W, Schneider,f?dTgaﬁ%T) schlieBlich zu

\'I

{G‘T = {SATﬂ , (6A4)
4



Letzterer Spannungsausdruck hingt entsprechend den Schichtbeziehungen
(s. auch Glg. (6.5)) mit den Dehnungen

Gty = Dshfel, + Lt = ms3, (e + 6703, 7w
da [S]:=[<}‘!{1 y in folgender Weise zusammen
57 = a1, {7} . (6.46)

Durch Einsetzen von Glg. (6.16), (6.14) und (6.13) in (6.11) erhilt

man
h

{8} = [s1 ({%E z. -;‘i{ ”}k) (6.1%)

k=1

A n P
(e iﬁ r &Y o ) A T
L (\.'5} +th=’4 . Lalthe j,_) —_[5] e« {2}
Fiir die Bestimmung des belastungsunabhéingigen WAK des Laminates ist

- A A 1
die duBere Belastung {¢] gleich Null zu setzen, so daB {e =2 {lesst
wird. Als Berechnungsformel dient dann, wenn alle Schichten gleiche
Temperatur haben (vgl. Abschnitt 5.4.2)

A

G = (g, B e, - (g, et e

{EAT?, — [g] (i'q —-"- FTG]!:. [Qunl [_ B {.T;_]& {E:;r]h)
AT'{&} = [g](EA% ﬁc]h[a“b]&{i‘ﬂ-}k) ; (6 18)

und die Formel fiir die WAK des gleichformig erwirmten Laminates
lautet schlieBlich

{&TI ____‘ : [q}(i T [TS] [Qw]&{h} ) ) (6 .19]

‘:z‘ k=n 0 J{L

A2 >

Es folgen nun einige versuchsmiBig belezte Anwendungen der vorstehenden
Formel.

In Bild 6.3 sind die WAK von GFK-UDV und GFE-AWV (jeweils p = 0,55)
aufgetragen, wie sie sich nach Glg. (6.19) ergeben. Einige experimen-
telle Werte erginzen die theoretischen Kurven. Der Vergleich experi-
menteller Ergebnisse mit rechnerisch ermittelten Kurven soll Abschnitt
6.4 vorbehalten bleiben.

Es zeigt sich, daf im Bereich kleiner Winkel o der Warmeausdehnungs-



koeffigient eg! des mehrschichtigen Verbundes wesentlich kleiner ist
als der Wiarmeausdehnungskoefiizient der UD-Schicht. Dies ist auf die
Verformungen durch Wiadrmespannungen zuriickzufilhren., Diese Verformungen
konnen bei sehr grofien VerhéltnissenE¥/54und‘kaH:so stark anwachsen,
daB der Wiarmeausdehnungskoeffizient des ausgeglichenen wWinkelver-
bunds im Bereich von 15%e¢ ¢« 45° sogar negativ wird.

Bild 6.4 zeigt die WAK von GFE~AWV in Abh&ngigkeit vom Faserorientie-
rungswinkel o« und vom Faservolumenanteil ¢ ., Man sieht, daB der
Einflu von ¢ bis o= 35° sehr gering ist, filr groBere Winkel aber
schnell zunimmt [Schneider, 1973].

Beim AWV fallen die Orthotropieachsen der einzelnen Schichten mit
denen des Verbunds nicht zusammen. Daher stellt sich bei den unver-
klebten Eingelschichten eine entgegengesetzt gleichgrofe Schubver-
formung infolge Wdrmedehnung ein ( N, = - Tyy, ). Die verklebten
Schichten des Verbunds kénnen sich aber nicht gegeneinander verschie-
ben. Sie behindern sich gegenseitig, so daB keine Schubverformung des
Verbunds auftritt ( ﬁu==o ). Demnach entstehen in den UD-Schichten
entgegengesetzt gleichgroBe Schubspannungen.

Fiir jeden Mehrschichtenverbund aus n UD-Schichten gibt es mindestens
einen speziellen Aufbau [Schneider,'1973], fiir den die WAK in zwei
zueinander senkrechten Richtungen gleich sind und auch die Beanspruch-
ung aller UD-finzelschichten infolge Temperaturdnderung gle%f?@?ﬁﬁzmg;
Dies ist der optimale Aufbau fiir gleichzeitigen Zwischenfaserbruch '
in allen Schichten, wenn nur Wiarmebelastung vorliegt. Fiir den Sonder-
fall des Kreuzverbundes gilt dies beim Schichtdickenverhdltnis tz/t1=1.

Fir den ausgeglichenen Winkelverbund ist unabhidngig vom Wickelwinkel
jede Schicht gleichwertig belastet, jedoch sind gleiche WAK in 1~ und
2= Richtung nur fir o = 45° gewdhrleistet. Bei dreischichtigen Ver-
bunden (+ o’ /90°), gibt es fiir jeden Winkel zwischen 0° und 45° einen
Aufbau (Schichtdickenanteil t3), der gleichm#@fige Belastung aller
Schichten zuwliBt, und zwar ist dies dann der Fall, wenn die Schub-
spannungen in den Schichten 1 und 2 Null werden.

In der Praxis ist vor allem die Axialdehnung von Rohrleitungen inter-
essant, da geringe Verlingerungen bei Erwidrmung Kosten sparen (Aus-
gleichsbbgen). Unter diesem Gesichispunkt bietet sich das AWV-Rohr,
[ schneider, S. 933], an, da es fiir jede Belastung durch Innendruck
und Temperatur jJeweils einen YWickelwinkel gipt, fiir den die Axial-



dehnung gleich ull ist.

Diese Eigenschaft 188t sich lsut zuvor jsenannter Literatur vorteil-
haft dann ausniitzen, wenn Rohre axial fest eingespannt sind (z.B., Wirme~
tauscher mit festen Bdden). Wird ein AWV-Rohr nur durch Innendruck
beansprucht, so ergeben sich bei « = 50° keine Axialdehnuncen. Soll
dieses Rohr im Betrieb erwidrmt werden, so muB ein kleinerer Winkel,

soll es abgekiihlt werden, so muB ein grdBerer Winkel gewdhlt werden.

Fiir zwei CFK-MSV geben | Fahmy/Ragai] fiir die Werte E, = 32,4 . 10%
N/m?; E, = 0,49 . 10% ¥/mn?; %,= 0,25; &, = 0,85 . 10% w/mn® in Bila
6,5 a die WAK in Abhingigkeit vom Orientierungswinkel o an. Als
lineare Wiarmeausdehnungskoeffizienten wurden die Versuchswerte

y= = 1,3 . 10'6/00 umd o, = 75 . 10"6/00 bei der Berechnung der
theoretischen Kurven verwendet. Die nachgerechneten theoretischen
Kurven decken sich beim AWV. Beim dreischichtigen MSV fehlte in der
Literatur eine Angabe der Schichtdicken, weshalb die Variationen von
Bild 6.5 b durchgefilhrt wurden.

Zur Abrundung seien zum SchluB dieses Abschnittes noch die theoreti-
schen WAK von GFK-XV in Bild 6.6 bei Beriicksichtigung verschiedener
Faservolumenanteile angegeben,

6.2.3 Matte und Gewebe

Matte:

Um die WAK von Matten zu berechnen, ist theoretisch ein grofler Auf-
wand notwendig. lMan weill aber [Schneider, 1973], dafl man bei einer
statistischen Verteilung der Fasern im Verbundquerschnitt davon
ausgehen kann, daB der Traganteil in beliebiger Richtung 0.5 ist,

wenn die Belastung in Mattenebene erfolgt. Das bedeutet aber nichts
weiter, als daB die Matten einen Elastizit&dtsmodul besitzen, der sich
aus einem aus zwei gleich dicken UD-Schichten bestehenden KV ermitteln
1468t (Abschnitt 5). Analog 2zu dieser Uberlegung werden die WAK der
Matte aus denen des KV ermittelt (Bild 6.3].

Fiir die quasihomogenen Matten aus statistisch regellos verteiltien
Kurzfasern heiflt deswegen die Formel fiir den WAK nach [Schneider,
1973, Glg. 20]

A A \ - A b Vs 4
= = - p— - +
D(,,KV DCZK\I e, -+ (0{_\_ o l( athp ( oE, E.L ) O-E.")

(6.20)
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worin als Abkiirzungen

vorliegen.

Gewebe:

Weil zumindest fiir GFK-MSV aus UD-Einzelschichten die Versuchswerte
sich mit errechneten Werten recht gut decken (Bild 6.7), wird in der
vorgenannten Literatur die UDV-Berechnungsmethode auch auf Gewebe
angewendet. Dazu miissen vorher die Schichtdickenverhdltnisse ermittelt
werden,

Beispielsweise fiir die Gewebe (92125/k = 0,5; 92150/k = 0,577:

Fa. Interglas, Ulm) wurden die WAK in Kett- und SchuBrichtung mit

den nach Gleichung (5.70) ermittelten Schichtdickenverhiltnissen be-
rechnet iiber Glg. (6.19), wobei von vornherein ﬁu = 0 bei dem hier
vorliegenden orthotropen Kreuzverbund gesetzt werden kann.

AN

?\(4 A Z -teh W — . O‘Ir

“on =l Z & [Tely, DQusly fou > . (6.21)
P et o lg

Da die Orthotropieachsen der eingzelnen UD-Schichten mit den Orthotro-
pieachsen des Verbunds zusammenfallen, ergibt sich aus Symmetriegriin-
den keine Schubverformung infolge Widrmedehnung fiir die einzelnen
Schichten und damit auch keine Schiebung des Verbundes ( ﬁw = 0),
Dies bedeutet, daB auch keine Schubspannungen t&ﬁ in den Einzel-
schichten entstehen konnen. Es sind also nur noch Normalspannungen in
den einzelnen Schichten moglich. Im Fall des Kreuzverbunds treten nur
Spannungen parallel ( 6, ) und senkrecht ( G. ) zu den Fasern auf.
:Eh Bild 6.8 sind die berechneten WAK eingetragen.
Ihwieweit die verschiedenen Webarten und die unterschiedliche Faden-
welligkeit sich auf die WAK und die Wirmespannungen auswirken, muB
speziellen Untersuchungen vorbehalten bleiben.,

6.2.4 Warmeausdehnungskoeffizienten in Dickenrichtung eines MSV

Im allgemeinen ist es notwendig, bei Berechnungen der Wiarmespannungen
und Dehnungen eines Rotationskdrpers auch e&in gekriimmte Schalen-
stﬁcf(zoBTEBSden) miteinzubeziehen., Da die Berechnungen meistens mit
numerischen Berechnungsverfahren (Finite Flement Methoden etec.)
durchge@ﬁhrt werden und hiufig nur ein Programm zur Verfiigung steht,

L=
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das sogenannte Korperelemente enthdlt, ist aus Eingabegriinden die
Kenntnis der WAK Dickenrichtung notwendig.

Beim {Jbergang vom Rotationsktrper zur diinnen Schale werden %3:'%131%"‘5
Null gesetzt. Aus der Gleichung E;'; = 0 ldiit sich daher eine Begiehung

fir &, herleiten., Als Berechnungsformel wird bei [Fahmy/Ragai, 1974]
angegeben

n t ” A -
&3 = Z '_.tt [OLJ. —91“ (U'q-u'“] -\?.L.L (d'l'— _d-‘-)]& (6"1)
k=n

mit &, u.nd&,_ aus Glg. (6.19).

Die Auswertung fiir einen AWV (t‘l = t,, + /= ) fiir CFK aus Celion-
Pasern (@ 2pm) fir die MeBwerte E, = 18,9 . 10* W/mn®; E, = 0,95 ., 10t
N/mm%; V., = 0,293;V, = 0,657; G, = 0,85 . 10% N/mm®; o, = 1.0 . 10-6/%;
o, =54 . 107%/°C zeigt Bild 6.9. In Glg. (6.22) steht bei Fahmy/
Ragai entsprechend ihrer Bezeichnngsweise Vy, . Laut unserer Defi-
nition ist aberVy,, die groBere Querkontraktionszahl. Sie wird in
Querrichtung (4 ) infolge einer Spannung in Iingsrichtung (Faser-
richtung 4) gemessen. Wie sich beilmae?".}-‘\:u;m'rjé;rtrﬁghé‘ér Formel (6.,22)
zeigte, gilt diese nur bis o = 450. Die Xurve kann jedoch als
symmetrisch zu o = 45° angenommen werden.

Tieider gaben Fahmy/Ragai nicht an, welche Annahmen sie bel der Auf-
stellung der Gleichungen getroffen haben., Es wird hier deshalb noch
iiber eine vollstindig vorliegende Unterlage berichtet.

In dem Bericht von Moore, 1975 , wird von der Elastizitédtsmatrix

[C..) einer orthotropen Schicht (Glg. (5.35)) ausgegangen. Es werden
die den Glgn. (4.163) und (4.166) entsprechenden Transformations-
matrizen der dreidimensionalen orthotropen Schicht

& o0 0 0 28 | (¢ & 0 0 0 sc )
g8 ¢ 0 b 0 -isc ¢ o o ©-sc
[_'}] _ 0 © 1 0 0o o ,[T£1= o 06 4 0 00 (é;.zsl
60 o o €C-5 O o) 0 0 ¢ -s O
0 o0 &§ ¢ 0 n ¢ 0 & ¢ ©
L-—S{: <O 0 0C- 57'_ -25c 2s¢ O 0 O r_l—le

mit s = sinx und ¢ = coso verwendet und die auf die Bauteilhaupt-
achsen bezogene Elastizitdtsmatrix der k'ten Schicht (vgl. Glg. (5.54)

e, = [T, [, (Tel,

ermittqlt.



Nun werden in diesem Bericht folgende Annahmen gemacht:

1¢G%& = 0 (In jeder Schicht ist die Spannung in Dicken-
richtung Null),

2l th' = an Y Ezh = EL Y WZB‘L: TZ?; . K"'_‘.“ = n; 3 '6‘41"- = ‘6““‘
(Das bedeutet, die Kompatibilitdt der Verzerrungen von
Schichten und Laminat ist bei ¢, verlassen worden).

Damit sind durch die 1. Annahme k Gleichungen fiiv die unbekannten &,
gegeben worden. Es lauten die Beziehungen fiir jede Schicht (vgl.

Glg. (6.26)) {ef, = D8l (5}, + {71,

wobei nun die {t}, nach 2) durch Laminatgrofien ersetzt werden

k=

A - ‘
£ \ 540 84z Saz N DM 0 1 G Ha
F.3
7] S22 Gz, O 2 G, oy
ot

£ S 0 L X O (6.2)
4] - E‘ + A 9 L
tq L4 Shg 8] 4
%5 Sgg O €, 0
[ad r
£ } “yrm. St Gy 0

., L ‘g J&. t

Pir das Laminat 1laB8t sich
. B A A IALT
{€1, = [s146} + e
anschreiben.
Der weitere VWeg ist so wie bei der Entwicklung der Glg. (6.19). Das

mit diesem Matrizenverfahren erhaltene Ergebnis ist in Bild 6.9
gestrichelt eingetragen.

6.3 SchnittgréBen der mehrschichtigen Verbundschale

6.3.1 Allgemeiner Fall

Bei den zu berechnenden Flichentragwerken wird entsprechend (Glg.
(4.170 b)) zweckmiéBigerweise wieder auf die SchnittgrtBen iiberge-
gangen. BEs folgt damit gem&dB Abschnitt 5.4.2 das Gleichungssystem



aus welchem (nun rein matriziell geschrieben) die Beziehungen
£

i " nk
{E} = (n] +ineTd = .,"'{F} It 8 b3 /{5}4.0“- (6.26a)
-4/, ol (dry e
und
+t/; - {c
{ﬁ} = {my +{MeT] /{G}zdz = % f {61, 2 da (6.26b)
—t/y W

resultieren.

In die vorstehenden Gleichgewichtsbedingungen ist die Annahme von
Bernoulli (vgl., Glg. (4.171 b)) einzusetzen

{e.]
so daB fir MSV, weil a I

163 = {e} uwna {2} ={¥}

{e 1 = 1€} +2{-%} (6.28)

folgt, bezogen auf die Schalenmittelfliche des MSV als Bezugsflédche,
Wird dieser Zusammenhang in die Spannungs~Dehnungsbeziehung Glg. (5.40)

{o3, = Tal ({83 - {e" 1) = (a1, (4F Ve 2 {2} - {4&*71,)  (e®)

fey +2{-2} (6.2%)

]

eingefiigt, bekommen wir
: e {" " = 4] f‘" AT
A — - d -
{N +{¥ "1 _c:i:',. h.{.. (a3, ({E}HE( 1}) YA "f-/;‘" [Q]ﬂ{ E }&0‘* (6 30)
maT . fe el wa fuy dz - ¢ a
o} eqm®) = 2 e, (Gleeiiles 12 STy e, 2o

Eine anschauliche Darstellung der Gesamtdehnung und der Temperatur-
dehnung zeigt Bild 6.10.
Die Temperaturanteile berechnen sich aus

£, w AT
{N“} =;§A f‘![@]g{‘iu}x.d} =;.E' [Qlk‘(&k—g&_“){—i }%

=A

bt on
L= to [_c®T | |
und ) JCE« e, 'f{ t }& (&:21)
imeTl = ¥. Lal, (E';-E‘k-n){_q"ﬂ—}& 5 (6.32)

fema

Damit sind {N®'} und {P1AT} bekannt, ebenso wie die Lastgréfen in {N]
und {Mj .



Durch Kehrung de:: sogenannten Steifigkeitsmatrix [K] werden {Eﬂ

| 3 AN

---y =1 K = ©.33
l-&‘ [ {M‘ ™/

Wie mdgliche Lagerungsbedingungen in (6.33) einzuarbeiten sind, wird

und{;i}erhalten

erst Abschnitt 10 vermitteln. Wir konnen diese Gleichungen hier wvor-
erst als Feldgleichunsen ohne RandeinfluB betrachten.

Mit bekannten {f: und i-¥}ist iiber (6.29) der Vektor {€}, ermittelbar.
Daraus sind schlieBlich die Spannungen (vgl. auch (6.11) bis (6.19))

{8}, = [Ts]: {sl, (6-3%)

der einzelnen Schichien berechenbar, und der Festigkeitsnachweis
kann durchgefiihrt werden.

Ein MSV wird sich [Schneider, 1971] im allgemeinen unter thermischer
Belastung nicht nur in der Schichtebene verformen, sondern er wird
sich auBerdem verwdlben (Kriimmung und Verwindung). Die Dehnungen und
damit die Spannungen einer Einzelschicht werden somit auch von der
Ortskoordinate z abhingen. Eine Verwdlbung des MSV unter thermischer
Beanspruchung ist jedoch auszuschliefien, wenn es sich um einen zur
Mittelebene symmetrischen Verbund handelt,

Da die Festigkeiten parallel zur Faser meist weit liber den Festig-
keiten senkrecht zur Faser und iiber der Schubfestigkeit liegen,
[Schneider, 1973, konnen bei den meisten in der Praxis vorkommenden
Belastungsfillen die Wirmespannungen parallel zur Faser vernachlidssigt
werden.

Zwischenfaserbruch der UD-Schicht, d.h. Matrixbruch oder Grenzflichen-
bruch, wird durch Zugspaennungen &, mehr beeinfluBt als durch Schub-
gpannungen T, oder Druckspannungen 6, . Da bei den beftrachteten GFK-
Verbunden Erwidrmung stets Druckspannungen und Abkithlung stets Zug-
spannungen senkrecht zur Faser hervorrufit, erweist sich die Abkiihlung
eines GFK-Verbunds als die kritische Temperaturbeanspruchung. Dieser
Umstand wird jedoch dadurch gemildert, daB mit sinkender Temperatur
auch die Wirmeausdehnungskoeffizienten von Glas und Harz abnehmen

und dadurch die Wirmespannungen ebenfalls kleiner werden. Fiir andere
Verbunde dndern sich diese Aussazen im wesentlichen nur guantitativ.

Bild 6.11 zeigt normierte Wiarmespannunsen in einen GFK-AWV in Ab-
héngigkeit von Faserorientierungswinkel o« «
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6.3.2 Elastische Symmetrie zur Laminatmittelebene, Biegeschale

Im Falle der elastischen Symmetrie verschwinden die Koppelglieder
Bii’ und das kombinierte Platten-Scheiben-Problem wird entkoppelt,
wie man in Glg. (6.25) bzw. (6.35) sieht [Whitney/ﬂshton, 1971]

' 2
_A_. 08 I-E- = {—N— + { N'ET\ . (6.35,
o !'p | |-x ™ M
Bei Erwdrmung um AT eines sogenannten symmetrischen Laminates mit
gleich dicken Schichten der Orientierungen (+o/ -ex¢/-o [+ ) wird

also eine Erwdrmung im ungesttrten Bereich der Schale nur Normal-
spannungen hervorrufen.

6.3.3 Elastische Symmetrie zur Laminatmittelebene, Membranschale

Fiir die Membranschale oder die Scheibe aus MSV verschwinden bei
elastischer Symmetrie zur Laminatmittelebene die lMomente und die
Verwdlbungen in Glg. (6.25). Es verbleibt

[AJ{E} = (N + INOTY (b.36)
Wenn, wie bei der Membranschale iiblich, statt mit den SchnittgritBen
mit den Laminat(mittel)spannungen gerechnet wird, dann lautet die
vorstehende Gleichung

e L oaley < e
[Alq€s ='1K.CJ S & (6.3%a)

oder mit den Temperaturdehnungen

o A4 s A
[M{E} = 7 fel+ [a1{EeT] . (6.37b)
In Glg. (6.37 a) ist {6} durch die ZuBere Belastung bekannt. Die
Matrix t-[A] entspricht der Steifigkeitsmatrix [a)- [$17" , die sich

laut Abschnitt 5 aus den Schichtanteilen

A n ) = A A e T
%‘:A] =[01 = Z i{?‘ [G:& = 7, _.1}_ E.lb-'& [O‘u;lc, {.TF] . (658]
k-/‘ oy

errechnet,
Die Matrix {£*"}ergibt sich aus Glg. (6.18). Hiermit ist die Gesamt-
dehnung {£} berechenbar. Uber die Kompatibilitdtsbedingung {€} ={&},
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konnen -wie schon getan- die Schichtdehnunszen errechnet werden. Aus
diesen sind dann die hauptachsen-bezogenen Schichtspannungen mit
Glg. (6.28) ermittelbar

(6], = L&), ({e3, -0, = U], {Gual, (6.39)

und schlieBlich mit Hilfe der Spannungs-Dehnungsbeziehungen und einer
Beziehung aus Abschnitt 5.6.1 die Schichtspannunzsen in den jJjeweili-
gen Orthotropierichtungen

e Ui, e, — e e 0, (8167,
= [Te7, TT61, T0ul, [T, (£} s )

g ili A AT) »
(8wl T ({83170, . (6 o)

1

6.3.4 Elastische Unsymmetrie zur Laminatmittelebene

Bei unsymmetrischen Laminaten, aber auch bei antimetrischen, wie
z,B, den Schichtorientierungen (+90°, -, +x, -90°), werden
(s. [Wnitney/Ashton]) Big = Aog = Dyg = Dy = Byy = By, = By, =
Bgg = 0.

Als Kopplungsglieder verbleiben B16 und 326‘

F%g_gleichfﬁrmige Widrmeausdehnung in jeder der Schichten werden

N =M =M =0,

1z
Wenn keine &duBeren Scheibenkrédfte wirken, erhalten wir
NET = =N,y N = = Np und Ny, =0,

6.3.5 Temperaturunterschied zwischen den einzelnen Schichten

Ist die Temperatur iiber der Schalendicke verénderlich oder muf
angenommen werden, daB sich nur eine AuBenschicht erwdrmt (Tempe-
raturschock), so ist statt der Glg. (6.5) die Glg. (6.6) anzu-
wenden,

Bei diesem Temperaturlastfall kommt es auch bei vorhandener ela-
stischer Symmetrie zur Laminatmittelebene zu einer Verwdlbung unter
dem im Laminat vorliegenden Eigenspannungszustand.

6.4, Experimentelle Ermittlung von Wirmeausdehnungskoeffizienten

6.4.1 Harz- und Faserwerte

Wesentliche EingangsgrdBe zur Ermnittlung der WAK des Verbundes ist
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die Kenntnis der in den Komponenten Faser und Matrix vorliezenden
Werte. Wie diese Jlerte bestimmt werden, soll nicht Gegenstand dieses
Kapitels sein, sondern die Angabe einer Tabelle, in welchem Bereich
die WAK der normalerwelse verwendeten Harze und Fasern lieen.

Die Werte in Tab. 2.1 und Tab. 2.4 zeigen, daB 3ie dort aufgefilhrten
Faserwerte im Raumtemperaturbereich deutlich unter den Harzwerten
liegen. Es ist hier aber noch zu bemerken, daB der jeweils vor-
liegende Temperaturbereich ~in dem im allgemeinen mit einem linea-
risierten WAK gerechnet wird- groBen ZinfluB auf Betrag und auch
Vorzeichen des WAK nimmt.

6.4.2 Versuchsbeschreibung fiir Verbundproben

Am Beispiel von CFK-Laminat-Proben soll eine Beschreibung der Pro-
benherstelliung und der Messung angefiihrt werden [Althof].
Mit Pasern und Harzen werden im Wickelverfahren Prepregs hergestellt,
bestehend aus einer Lage getrédnkter KohlenstoffZden. Diese Prepregs
werden in einer Prefform in der gewiinschten Orientierungsrichtung
ibereinandergeschichtet und in einer beheizten Presse zu mehrschich-
tigen Platten gepreBt, Die PreBzeit betridgt ca. 2 h bei + 160° C.
Nach dem Pressen werden die Platten fiir weitere 15 h bei + 180° C
nachgehdrtet, Aus den Platten werden Stre%ﬁiadﬁgfchnitten, die mit
Hilfe des Laminierharzes zu den endgiiltigen Verbundproben verklebt
werden.

Der Fasergehalt der Verbundproben wird durch Veraschen des Harzes
zu ca. 60 Vol. % ermittelt. Die Aufheizung findet unter langsamer
Wirmezufuhr in einem Ofen statt. Die Lidngendnderung wird in einem
Quarzglas~Dilatometer gemessen.
Aus den Versuchsdiagrammen werden bei bestimmten Temperituren die
Lingendnderungen AL der Frobekdrper abgepgriffen und daraus die
Dehnung bei bestimmter Temperatur

AL (aT) (b.r4)
L, (To)

berechnet. Dabei ist L, die Ursprungslinge bei bestimmter Anfangs-

g(r) =

temperatur To'

Der Wirmeausdehnungskoeffizient o (7) des Probekdrpers errechnet
sich dann flr einen Temperaturbersich A T zu {(au: [AlLL-f]
£ (aT)

X (AT} = +0g . : (6.42)
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Hierin ist &, der ‘Wdrmeausdehnungskoeffizient des Dilatometer-
Quarzrohres; er beirdgt nach vorgenannter Literatur fir den Tempe-
raturbereich von Raumtemperatur bis + 150°% ¢ im Mittel

CXQ = 0,55 'AO_‘,/cc.

6.4.3 Versuchsergebnisse und theoretische Werte fiir CPK-Taminate

Vor der experimentellen Bestimmung der LaminatgréBen in [Althof]
werden die WAK der Harzmatrix ermittelt.

Fir eine Epoxid—Harzmatrix@ind Dehnung und Temperatur fiir den
gepriiften Temperaturbereich zwischen 20° C und 150° ¢ in Bild 6.12
eingetragen. Aus den Anfangs- und Endwerten fiir diese Temperaturen
errechnete sich der WAK zu

(3w Bevedch

o, = bS5 Ao'°/°c
M= ' 20°¢ bis AS6°C) .

Der Wert stammt aus den Messungen zweier FProbekdrper.

In Bild 6.13 sind fiir jeweils eine gepriifte unidirektionale Schicht
die ermittelten Dehnungen im Temperaturbereich zwischen Raumtempe-
ratur und + 180° ¢ eingetragen. Die 0% Laminate zeigen negative
Dehnung; bei 20°-Orientierung ist die Dehnung jedoch bereits positiv
und wird gréfer mit zunehmendem Orientierungswinkel.

Von besonderer Bedeutung ist, daB das Verhdltnis de/¢-mit Ausnahme
der 0°-0rientierung- nicht konstant ist. Die Unproportionalitiat
wdchst mit zunehmendem Orientierungswinkel,

Bei der Berechnung der Wirmeausdehnungskoeffizienten der eingzelnen
Laminate wurden wegen der beobachteten Unproportionalitit nur die
MeBwerte bei Ausgangstemperatur und bei + 150° ¢ verwendet. Der
ermittelte Widrmeausdehnungskoeffizient ist somit ein "Sekanten-wWert!.

In Bild 6.14 sind die ermittelten Dehnungen bidirektionaler Lami-
nate in Abhdngigkeit von der Temperatur eingetragen. Bei * 100-,
* 20% und * 30°-Laminaten ist die Dehnung negativ, bei* 45%-,

* 60% und *75%°Laminaten jedoch positiv,

Wiederum ist eine Unproportionalitéit zwischen Dehnung und Temperatur

festzustellen, die allerdings bei den *10°-, *20°- und +45%°%TLami-
naten vernachlidssigbar klein ist.
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AuBerdem ist bei ¥

zwischen den ansteigenden und abfallenden lMefBwerten zu beobachten.

60°- und ¥ 75°Taminaten ein kleiner Unterschied

Bild 6.15 zeigt die Wdarmedehnungen der gepriiften multidirektionalen
Laminate. Alle Laminate haben negative Dehnung und vernachlédssigbar
kleine Unproportionalitdt von Temperatur und Dehnung. Der Unterschied
zwischen ansteigenden und abfallenden Temperaturen ist ebenfalls
klein.

tro{ler
Bei uni- und bidirektionalem CPK mit Lagenorientierungen 45° zur
Langsachse besteht keine Proportionalitidt zwischen Temperatur- und
Dehnungsénderun%aﬂDa dies auch beim unverstdrkten Matrixharz der
Fall ist, nehmen‘Laminate mit grofiem Orientierungswinkel diese Eigen-
art an [Altho§].

Bei multidirektionalen Laminaten mif OO-Einlagen, sowie bei uni- und
bidirektionalen mit Orientierungswinkelﬂ&hHAS0 ist im gepriiften Tem-
peraturbereich zwischen + 20 und + 180° C die Warmeausdehnung jedoch
konstant und wird vornehmlich durch den kleinen Warmeausdehnungs-
koeffizienten der Kohlenstoffaser bestimmt.

Bild 6.16 zeigt zusammenfassend die ermittelten Wirmeausdehnungs-
koeffizienten fiir den Temperaturbereich zwischen + 20 und + 150o C

in Abh8ngigkeit vom Faserorientierungswinkel. Sie liegen zwischen
den Grenzen &, = - 5 , 10°°/°C fir * 30°-Laminate und o, = + 50 .
10'6/°C fiir 90°-laminate. Der Laminataufbau (des schwarzen Quadrates)
der Proben C ist z.B.[+ 20/0/- 20/0/ +20/0/- 20/0 0/ - 20/0/ + 20/0/
- 20/0/ + 2@, wobei alle Schichten gleich dick sind.

Im AnschluBB an diese rein experimentellen Untersuchungen sollen

noch die Versuchsergebnisse besprochen werden, die zum Vergleich
in die theoretischen Ergebnisbilder eingetragen werden, hier fiir
CFK und im nichsten Abschnitt filr GPFK.

Eine ebenfalls pute Ubereinstimmung ist fiir CFK-AWV [Fahmy/Ragai, 197@
in Bild 6.9 fﬁr‘&z zu verzeichnen, Man sieht in diesem Fall, daB der
WAK in Dickenrichtung fiir den betrachteten AWV bei o = 45° um ca.

80 % hoher liegt als fiir die symmetrischen Werte 0% und 90°,

In [Fahmy/Ragai, 1970] vurde fiir CFK-lsV im Temperaturbereich + 20° ¢
bis + 180° C der WAK &, fiir 100° C festgestellt. Bild 6.5 zeigte
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rechts die Versuchsergebnisse fiir CFK-AWV. Wesentlich ist, daB &4(u,
in Bild 6,5 a ebenfalls negativ bleibt bis zu Winkeln von 30° und
bei 15° sein Minimum erreicht. Diese Gegebenheit wird von anderen
Autoren ebenfalls gefunden z.B. von Hartwig bei der Untersuchung
quellender FK infolge Feuchtigkeitsaufnahme.

Die vorstehenden Bilder wurden mit den Werten E, = 46 . 106 psi,

E, = 0,7 . 106 psi, G, = 1,2 . 106 psi, Yoy = 0,25 ermittelt, wobei
allerdings nur E, undv,, relativ zuverlissig sind. Der Unterschied
zwischen gemessenen und berechneten Kurven wird von Fahmy/Ragai mit
méglichen uncenauen vWerten E, und G, erkldrt, was sich besonders
beim dreischichtigen Verbund bemerkbar machte.

Bei den Versuchen wurden von Fahmy/Ragci auBerdem bei MSV ein
leichter Hystereseeffekt festigestellt, jedoch nicht bei UDV, Dieser
Effekt verschwindet nahezu nach dem ersten Temperaturzyklus., Die
Werte wurden deswegen als Durchschnittswerte erst nach diesem ersten
Zyklus fir Aufheizen und Abkithlen ermittelt. ¥s wird von ihnen ver-
mutet, dal der Hystereseeffekt nicht durch Spannungsrelaxation in,
sondern zwischen den einzelnen Schichten bewirkt wird.

Der Wert in Dickenrichtung wurde in Bild 6.9 fir « = 09 fiir einen
UDV aus Chemstrandfasern experimentell zu 3% = 55 , 10—6/00 ge-
funden, was praktisch %, entspricht.

In [Mc Neill] wurden fiir die 0° und 90°-Richtungen von CFK-UDV die
WAK o, und &, aus den Lingendnderungswerten ermittelt. Der MeBbe-
reich lag zwischen - %320° F und + 350° F. Es errechnet sich nach
Bild 6.17 fiir den Bereich 77° F (+ 22° ¢) bis 175° ¥ (+ 79° C)

HE

g
o, (= uqnu) = AT = +2z A0

P "(1
= 222- 40 o = A2 40 fog
+99° F C

Als spezieller Verbund wurde von Mc Neill das Hercules 2002 11 Lami-
nat mit den Werkstoffwerten E, = 17,6 . 10% N/mmz,-EL = 0,70 .

10* N/mmz, G, = 0,46 N/mm2 und v, = 0,30 untersucht,

Bei thermischen GroBen (und wie hier nicht gezeigt auch bei der
elektrischen Leitfdhigkeit) ist bei CFK z.B. bis zu Faserablage~
abweichungen von 11° die Differenz gegeniiber den Longitudinalwerten
kleiner 4 %. Ebenfalls umgekehrt zu den Elastizitdtsgrtfen ist der
EinfluB in Querrichtung [Knibbs/Morris]recht grof.

6.4.4 Versuchsergebnisse und theoretische Kurven Tfiir einige
GFE-Laminate

Das Aufsuchen der WAK von GFK-Laminaten gescnieht wie zuvor bei
den CFK,

Fiir die neben Bild 6.2 angegebenen werkstoffwerte ist von W. Schnei-
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der der rechnerische Verlauf von o, und o, iiber dem Fasergehalt ¢
ermittelt worden. Die MeBpunkte beziehen sich auf UD-Laminate aus
E~Glas-Rovings und Ypoxidharz. Im Glasgehaltsbereich technisch
iiblicher UD-GFK-Laminate (30 % bis 75 %) besteht eine gute Uberein-
stimmung zwischen berechneten und gemessenen Werten. Fur Bereiche
geringen Glasvolumenanteils ist zu vermuten, da die gemessenen
Werte unter cer theoretischen Kurve liezen, da die Glasfaserver-
teilung mit sinkendem Glasvolumenanteil ¢ immer mebr von der hexa-
gonalen Anordnung abweicht, ein Zusammenbacken einzelner Roving-
stringe erfolzt, und somit die Verformungen von Faser und Matrix
durch Wirmespannungen kleiner werden.

Die WAK von GFK-UDV und ~AWV in Abhidngigkeit vom Faserorientierungs-
winkel o¢ fiir dieselben Werkstoffe wie in Bild 6.2 sind in Bild 6.3
(aus [Schneider, 1971]) zu finden. Es zeigt sich, da8 fiir ¥ = 0,55
bei AWV die MeBergebnisse sich erheblich von den rechnerischen
Werten unterscheiden. Der Grund kénnte in dem grundsétzlich nicht-
symmetrischen Aufbau eines AWV liegen (+ o« / -oc )}, aber nicht z.B.
(+x/ -0t/ -0t/ +e /), in dem dann von der Ortskoordinate z
abhingige Schubverformungen auftreten die eine VerwSlbung des Quer-
schnittes bewirken,

Einen Zusammenhang des WAK &% filr AWV verdnderlicher Orientierungs-
winkel und unterschiedliche Pasergehalte zeigt Bild 6.4. Auch hier
liegen wieder griéBere Unterschiede zu den Mefwerten vor. Zu be-
achten ist, daB fiir die untersuchten Faservolumenanteile bei & = 30°
der WAK &4 sehr stark ansteigt, und zwar um so mehr, je groBer der
Hargzanteil ist.

In Bild 6.18’[Hartwig],wurden die WAEK des Epoxidharzsystems Araldit
X 183/2476; HY 905; DY 062 im Verhdltnis 100:130:2 Gewichtsteile
und der Glasfaser-Rovings Typ OCF 859 - 8.85 tex der Fa. Owens
Fiberglass aufgetragen. Dabeil kann der /ert der Glasfaser nur in-
direkt iiber eine GFK~Probe gemessen werden. Seine Abhidngigkeit von
der Temperatur wird aus der Kontraktion der GFK-Probe mit Faser-
richtung parallel zur MeSrichtung bestimmt Bei bekannter Ausdehnung
des Matrixmaterials kann dann aus Glg. (6,10) die Ausdehnung der
Glasfasern bestimmt werden. Als wesentliches Erzebnis ist aus den
Kurven der Abfall der WaK auf Null fiir 0° K abzulesen.



In Bild 6.19 sind die WAK fiir UDV bei zwei verschiedenen Temperaturen
iiber dem Faserorientierungswinkel aufgezeichnet. £s zeigt sich, daB
durch Variation des Winkels der WiK um den Faktor drei verdndert

werden kann,

Die thermische Kontraktion von GFK-AWV bei unterschiedlichen Winkeln,
symmetrisch zur MeBrichtung und bei verschiedenen Glasfaseranteilen
gemessen, zeigt Bild 6.20. Der WAK nimmt mit tiefer werdenden Tempe-
raturen ab und erreicht bei Heliumtemperatur asymptotisch den Wert
Null. Die Ubereinstimmung mit theoretischen Rechnungen ist gut.

Beim Vergleichen von Versuchsergebnissen mit denselben Harzen ist es

wegen des Einflusses der Vernetzung wichtig zu wissen, welchem Hir-
tungszyklus das Harz unterworfen wurde.

6.4.5 Versuchsergebnisse fiir ChFK (Kevlar 49-I1)-UDV

Von Hoggatt wurden die Ausdehnungskoeffizienten von UDV in Faser-
richtung und quer dazu gemessen. Als Proben dienten fiir die Lings-
messungen Stibe der Abmessungen 2" X 0,1" X 0,1" und fiir die Quer-
messungen 0,25" lang, 0,25" breit 0,1" dick.

Bild 6.21 zeigt den Verlauf der MeBwerte der durchschnittlichen
Dehnungen., Die WAK wurden fiir den Temperaturbereich - 252° C bis

+ 149o C ermittelt und in Tabelle 6.1 festgehalten. Wie nach den
vorhergehenden Abschnitten zu erwarten ist, bheeintrichtigt die Harze-
sorte das Laminat nur wenig, wenn der &, «Wert ermittelt wird, fir

o, ist hingegen der Einflufl erheblich.

Als Harzsysteme wurden verwendet: 1. TRLA 4617/CI (27 Gewichtsteile)
und 2., Epon 828/DSA/EMPOL-1040/BDiA {(im Gewichtsverhdltnis 100/
115,9/ 20/1,0 Gewichtsteile). Die beim Wickeln verwendeten Wickel=-
ziige betrugen minimal 0,8 1/inde (zur Gewdhrleistung einer gerade
noch ausreichend guten Ablage) und maximal 2,7 N/Ende (sonst Faser-
schddigung). Die Faserkennwerte waren Ep = 15,5 . 104 N/mmz,gmf 1,4 %
Durchmesser 11pw; 240 Filaments pro knde; ¢ = 1,44 g/cm3.
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Bild 6.21 Thermische Ausdehnung von ChFK (Kevlar 49-1 Faser)-UDV
([Hoggatt]} ¢ % 0,65)

L Temperaturbereich, °C
=250° to +150 | +100 to +150| =100 to +10C l-zoo to =106 | -250 to ~200

ERLA 4617 / -3.68 45 éf) -6.6 -4.45 1-2.7 +1.0
Kevlar 49-1 |

' ) +101. +38.0 +20.0 130.0
b % 0,65 o, +45.0 101.0
Harz System No. 2/
Kevlar 49-1 %l -a9s -7.6 -5.8 3.2 0
¥ = 0,65 oLy “ 1.0 +93.0 +56.0 +41.0 +41.0

Tab, 6.1 WAE von ChFK (Kevlar 49-1)-UDV
([Hoggatt])



Te Bruchhypothesen und Bruchmechanik

Als Grundforderungen sind bei der Auslegung eines Bauteils zu be-
achten, daB das Bauteil unter den vorliegenden Betriebs- und Mon-
tagebedingungen weder zu Bruch geht, noch zu grofen Verformungen

unterworfen wird. Welche Verfahren dabei angewendet werden, soll

im folgenden Kapitel vorgestellt werden.

7.1 Bruch- bzw. Festigkeitshypothesen der Kontinuumsmechanik

Man kann die Kontinuumsmechanik auch als Bruchmechanik riR- und
kerbfreier Kontinua verstehen. Ihre Bedeutung geht daraus hervor,
daB die Rifbruchmechanik wie auch die Kerbbruchmechanik das Sprod-
bruchverhalten mehrachsiger Spannungszustinde nicht hinreichend
gut erfassen kénnen ([Radaj], Teil I, S. 173). Zur Kontinuumsme-
chanik gehoren die FlieB- und Bruchhypothesen.

7.1.1 Bruchhypothesen isotroper, homogener Werkstoffe

Einachsige Beanapruchung:

Zur Vermeidung eines Bruches mufl bei einachsiger Belastung die maxi-

male Beanspruchung unterhaldb einer zuldssigen Hochstspannung bleiben
Bvorh. ¢ ZUlG (7.4)

Dabei wird zul &€ in der Regel um einen Sicherheitsfaktor unter
der HuBersten ertragbaren Spannung G..i.. bleibemn.
% ZulEe = Gopry (7.2)

Mehrachsige Beanspruchung:

Bei mehrachsiger Beanspruchung wird bei Spannungsnachweisen eine
Festigkeitshypothese herangezogen. Diese Hypothese vergleicht die
mehrachsige Anstrengung des Materials mit eine:kinachsigen Anstrengung.
Als MaB dazu dient die Vergleichsspannung 6,, .« Wir wollen hier die
am hiufigsten benutzte Hypothese, die der gréSiten Gestaltinderungs-
arbeit (Huber-v. Mises-Hencky) anfiihren

T
‘ngl + By —GBy + 3Ty

T3
Gvorﬁ, G | ( )
-\16'42' -+ E.Z?. _ G,, Gz (HouptSPDwnum%en) ,
umgeformt
7 aqt
F(Sr't)gu) = "ET + -1 =1 . (.?_ Lf)
E\J b\l

Andere Hypothesen sind neben der vorgenannten Hypothese fiir den zwei-
achsigen und dreiachsigen Spannungszustand in Tabelle 7,1 angegeben.,

Weden die Festigkeitshypothesen als Bruchhypothese benutzt, so ist
G\Jori-\, = Gertr. = 63 (7 5}

zu setzen. Wird hingegen Emﬁ_=6hwﬁy_“c gesetzt, so erhidlt
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man eine FlieBhypothese. Trédgt man diese Hypothese iiber den Haupt-
spannungen auf, so erhdlt man im dreiachsialen Fall lineare Bruch-
krper bzw, FlieBktrper und im zweiachsigen Fall Bild 7.1 die Bruch-
grenzlinien bzw, FlieBkurve, Wertekonstellationen innerhalb des Bruch-
korpers bzw. der Bruchkurve werden vom Material ertragen.

Wird beim ebenen Beanspruchungszustand mit den Spannungen 5, ¢, t,, shits, g
gearbeitet, so ergibt sich auch hier schon ein Bruchkorper. Ein sol-
cher Bruchkorper ist fiir einen orthotropen Werkstoff in Bild 7.2
aufgezeichnet worden,

Die verschiedenen Festigkeitshypothesen bringen nur in bestimmten
Anwendungsfdllen bei speziellen Werkstoffen ausreichend gute Aus-
sagen.

Tele2, Aligemeines zu den Bruchhypothesen des Faserverbundes

Wie Hiitter u.a. anfiihren, hidngt das Bruchverhalten anisotroper Werk-
stoffe vom Vorzeichen der Spannung (Druck oder Zug) und der Last-
richtung (ldngs oder quer zur Faserrichtung) ab. Weiterhin kotnnen
Schub- als auch Trennbriiche verursacht werden, wihrend im Ubergangs-
bereich Misachbriiche zu erwarten sind.

Bei Ermittlung der Vergleichsspannungen wird z.B. fiir ein anisotro-
pes (gewalztes) Blech, falls zweiachsiale Zugspannungen herrschen,
die Normalspannungshypothese und bei Druck-Zugspannungen die Gestalti-
dnderungshypothese verwendet. Wir entnehmen dieser Ausfiihrung, dal
schon bei homogen, anisotropen Metallen unter zweiachsiger Belastung
eine einzelne Bruchhypothese zur Beschreibung des Bruchverhaltens
nicht mehr ausreicht. Erst recht nicht beim FK mit seinen Faser-,
Matrix- und Interfacebriichen. Es geben deshalb einige Autoren beim
FK mehrere Hypothesen an, die von der Lastkonstellation bzw, vom
erzeugten Spannungszustand abhingen,

Dag Aussehen dieser Bruchhypothesen des Faserverbundwerkstoffes
(identisch wie FK verwendet) gleicht im Prinzip dem modifizierter
Bruchhypothesen isotroper Werkstoffe. Sie wurden in der Regel fiir
einen aus orthotropen Einzelschichten aufgebauten MSV bzw. UDV auf-
gestellt. Leider sind die Aussagen dieser Hypothesen nur zum Teil
zufriedenstellend. Das hdngt wiederum damit zusammen, daB man nicht
einfach nur eine Vergleichsspannung bei verschiedenen Lastkombina-
tionen definieren kann. Laut [Hﬁtter/Schelling/Kraus] liegt das

am anisotiropen Verhalien des Werkstoffes FK:@dem inhomogenen
Schichtaufbau, der beliebigen Faserorientierungsmiéglichkeit, den
beliebigen Schichtdickenverhdltnissen, den Faser~ und Harzsystemarten.

Die Bruchhypothesen von FK lassen sich aufteilen in Spannungs- und
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Dehnungskriterien., Bei den Dehnungskriterien werden statt Spannungen
Dehnungen verwendet. Als Hypothesen dienen die Normalspannungshypo-
these und die GrtBtdehnungshypothese. Ihre Anwendung erfolgt haupt-
sdchlich bei Matten.

Ebenso wie beil metallischen Werkstoffen beschrinkt man sich auch bei
FK zumeist darauf, Festigkeitswerte an einfachen Probekirpern (z.B.
Bild 7.3) bei einfachen Beanspruchungen wie z.B. Zug, Druck, Schub
zu ermitteln. Nur so kann man sich mit ertrdglichem Aufwand einen
tberblick iiber die Auswirkungen der Harz/Hirter/Haftmittel-Kombina=-
tion, der Art der Faserversidrkung und ihrer Anordnung im Iaminat
sowie der Verarbeitungsbedingungen auf die Kurzzeit-, Langzeit- und
Schwingfestigkeit bei verschiedenen Umweltbedingungen verschaffen

[ Puck, 19697.

Te1e3. Spannungskriterien

Im Fall des ebenen, orthotropen Faserverbundes werden die Bruchhypo-
thesen analog zu den Glgn. (7.4) in der Form

¥ (G-n 3y 9 9 Tu Gup G,y 3 T#s) = R (-L.o S}Gr UDV}

und (*.0]
F (S 6y 9 Tey s Oxp 1 Gun 5 Txug ) = 1 F.a. §or MSY)

auftreten.

Da die in Bauteilen vorliegende, zusammengesetzte Beanspruchung wegen
der Richtungsabhingigkeit der Festigkeit zu mehreren Festigkeitswerten
in Beziehung gesetzt werden muB, kann man - wie schon angedeutet -

die Spannungen G, ,G4,Txy Nicht ohne weiteres wie bei den isoiropen
Stoffen zu einer Vergleichsspannung zusammenfassen. Nach Glg. (7.4)
tritt Bruch ein, wenn Werte fiir ©x,06s, Ty, in F eingesetzt, fiir F einen
Wert >4 liefern. Die richtige Funktion F konnte bisher nicht auf-
grund einer Hyothese iiber die Bruchausldsung vorausgesagt werden. Wir
gollten deshalb besser nicht von einer Bruch-Hypothese reden, sondern
von einer Bruch-Bedingung oder einem Bruchkriterium [Pu:k].

Es werden als erstes Bruchkriterien vorgestellt, die die einzelne UD-
Schicht betrachten,

Als erste Bruchhypothese ist die von Tsai-Azzi zu nennen ([Calcote],
S. 155). Diese Verfasser verwendeten verwemdeben das von Hill fir
homogene, anisotrope Materialien erweiterte FlieBkriterium von v.Mises
fiir UDV und orthotrope Gewebelaminate, Wir finden diese Hypothese mit
den iiblichen Bezeichnungen in Tabelle 7.2 angegeben. Sie kann auch
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auf Gewebelaminate angewendet werden. Nur sind dann x,y statt u,.l
einzusetzen,

Dieses FPlieB-Kriterium in der Hillschen oder in einer etwas abgewan-
delten Form wird hdufig auf GFK angewandt, auch wenn bei Versagen
des Laminats durch Faserbruch der Bruch sicher nicht durch FliefBen
ausgeltst wird. Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experimenten
bei zusammengesetzter Beanspruchung ist deshalb tfters zufédllig
(s.[Puck, 19697).

Eine weitere Bruchhypothese stellte Norris in Anlehnung an die Ge-
staltinderungshypothese von Huber-von Mises-Henky auf, Sie unter-
scheidet sich von der Tsai-Formel noch durch den Faktor 1/ .

Die in Deutschland bekanntesten Hypothesen wurden von Puck u.a, am
Deutschen Kunststoff Inatitut aufgestellt. Puck arbeitet aus den
weliter vorn angegebenen Griinden von vornherein mit mehreren Hypothe-
sen (Tabelle 7.2), und kann so eine Aussage iiber die vorliegende
Bruchursache machen. Er unterscheidet zwei Versagensarten bzw. Bruch-
ursachen:

Faserbruch (FB) und
Zwischenfaserbruch (ZFB), d.h, Bruch der Matrix
oder der Grenzfliche.

Die Schiddigung eines MSV tritt dann ein, wenn eine Einzelschicht ZFB
infolge duBerer Lasten oder Eigenspannungen erleidet., Hiufig ist dann
der Faserverbund noch tragfihig, doch bestimmt der ZFB in der ersten
Schicht des ©ofteren die Einsatzgrenze.

Infolge des ZFB ist die zuerst reiBende Schicht nicht mehr voll trag-
fahig, und es muBl eine Spannungsumlagerung stattfinden, Damit bildet
sich nach und nach in der anderen Schicht ebenfalls ein ZFB aus bis
zum Totalversagen des Faserverbundes.

Die einzelnen UD-Schichten in Verbund sind im wesentlichen eben be-
ansprucht durch die Normalspannung G, , die Querzug- oder Querdruck-
spannungen 6, und Schubspannungen t, parallel und senkrecht zur Fa-
ser. Uberwiegende Beanspruchunggﬁurch ©, und/oder t, fiihrt zu Rissen
in der Matrix oder in der Grenzfliéche Faser-Matrix, bedingt also
Zwischenfaserbruch., Zur Dimensionierung der UD-Schicht auf FB oder
Z¥B bedarf es daher unterschiedlicher Bruchkriterien, die die auf-
tretenden Spannungen (G">EL{Q*) mit den zugehodrigen Festigkeiten
(Index B) verknlipfen. Welche Beanspruchungskombinationen bei dieser
Betrachtungsweise nicht mehr ertragen werden koénnen, dariiber sagt
der folgende Absatz aus:

B dureh 5, $hhvt 2u 'Fuubfuc\nifa‘oerwtcgeuc‘e Beouiprnchiling
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Aufgrund mikromechanischer Uberlegungen haben Puck und Schneider
folgende Bruchkriterien gefunden, die fiir GFK empirisch bestdtigt
wurden, und fiir jede UD-Schicht anzusetzen sind

2
G, 3 G, = T z - " i
65,20 Gisz-0% cadll . 4 (._..-'.-._) 21E ) = 4 (ZT % ('?-BB;

Die Gleichung (7.9) beinhaltet die Beziehung

r

{ EHB = Hargbruchdc vuwa ey
,
GH HR = E" EH'B q,{uaah;{u“ew Zun nley .‘qurk) 9

welche([Puck, 1969])die Kenntnis des Spannungs-Dehnungsverhaltens der
Matrix verlangt. Als Bruchwerte werden im allgemeinen experimentell
erhaltene GréBen eingesetzt. Der Bruchwert G,,; ist eine fiktive Gréfe.
Die vorstehenden Gleichungen gelten unter Verwendung der entsprech-
enden Langzeitwerte auch fiir LangzeitbelastungenzfBeim Einsetzen von
Druckwerten (negatives Vorzeichen) ist an Faserkiirzung in der Matrix,
nicht an Bauteilstabilitdt gedacht. Ist Gy eine Zugspannung, so wird
sie als positiver Wert eingesetzt, und fiir Cuzg wird der Wert der Zug-
feastigkeit benutzt. Wenn 5, eine Druckspannung ist, wird sie als
negativer Wert eingefiihrt, und filir 5w wird die Druckfestigkeit ange-
setzt. Das gleiche gilt sinngemdB fir 5, . Festigkeitswerte werden

__immer als positive Werte eingesetzt (Wewn auch bed Quadrierung uninteressant).
Beide Formeln gelten fiir die Hypothese kohidsiven Versagens, die erste
fiir die Faser, die zweite fiir die Matrix, Zumindest bei GFK hat es
aich gezeigt, daB das obige ZFB-Kriterium fiir negative ¢, -Werte auf
der sicheren Seite liegt.

Welche mathematische Form die Bruchhypothese fiir Zwischen-Faser-Bruch

hat, hingt zundchst einmal davon ab, ob Versagen des Harzes (Kohisiv-

bruch) oder Versagen der Grenzflichen-Bindung (Adhidsivbruch) den

Zwischen-Faser-Bruch auslist.

Wenn primir Kohisivbruch des Harzes (darf dann nicht sprsd, wie viele

Expoxidharze sein) fiir diesen Bruch verantwortlich ist, wird die mathe=-

matische Form durch die fiir das unverstdrkte Harz giiltige Bruchhypo-

these bestimmt,

Die Anniherung der experimentell bestimmten Bruchkurve fiir einen be-

stimmten UD-GFK sollte mit einer Ellipse gelingen, die mathematisch der

Glelichung [Schneider, 1973 |

2 (3 !
=1 (77%)

6,%0 - ‘

gehorcht.

2 W,
G, +%(Gld3 - G-’-%s) 4 [ 't*o'— (6*13 GJ‘“‘B) ‘

%(E.Lds + "—125) T4 _:“ (G_LHB + G.l.'é.?.)
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Wie man den Versuchsergebnissen in Bild 7.4 entnimmt, ist das vor-
stehende Bruchkriterium auch als Langzeitkritierium anwendbar. Im
ibrigen kann man sehen, was auch sonst die Regel ist, dall &, .5 ¢ Ty
istzJEine formelmaflig einfache Ndherungsbeziehung fir den Zug-Tor-
sion-Bereich ist noch Tabelle 7.2 zu entnehmen. Fiir den Druck-Tor-
sionsbereich gilt, daB die 6, -Beanspruchung in einem groBen Bereich
bruchunwirksam ist (Bild 7.4). Zur Erklérung dient Bild 7.5, in dem
angedeutet wird, wie sich unter geeigneter Druckbeanspruchung ein
Fehler (hier ein RiB) nicht unbedingt kritisch vergréfert und zu
einem Festigkeitsabfall fithren muSB.

Beim FK hat man keine einheitliche Oberfliche des Bruch-Korpers zu
erwarten, sondern eine aus mehreren Flédchenstiicken zusammengesetzte
Oberflidche, wobei jedes Fladchenstiick dem Versagen eines bestimmten
Laminat-Bestandteils zugeordnet ist.

Die auf der Vorstellung von einem einheitlichen Stoff mit einem ein-
heitlichen Bruchmechanismus beruhenden "Bruchhypothesen" kénnen jedoch
nichts dariiber aussagen, welcher Bestandteil des Laminats bei einer
bestimmten Beanspruchungskombination versagt [Puck, 1969].

Der Fall eines adhdsiven Bruches [Fﬁrster/Knappe] in der Grenzschicht
zwischen Faser und Matrix wiirde die Formulierung eines weiteren Bruch-
kriteriums fiir ZFB erfordern (s.Tebelle7.2).

Im allgemeinen Belastungsfall muB noch der Einfluf der Faser-Spannunge:
mit einbezogen werden. Es zeigt sich, daB 6,>0 bei gleichzeitigem Vor-
handensein von G >0 und T, stérkere Schddigungen hervorruft als b,<40.
Es kann sogar durch kleine Druckspannungen eine gewisse Entlastung
bewirkt werden. Fiir ZFB gibt das Deutsche Kunststoffinstitut folgende
Formel an

O R - RN

Gy

nNv

Ist der Anteil an 6, erheblich, so kann bevor ZFB erreicht wird schon
FB auftreten.

Zur Feststellung, ob Bruch eintreten kann, mull an den wesentlichen
Stellen des Bauteils {iiberprift werden, bei welchen Kombinationen
6,,5,,ty Sich die hdchsten Werte - verglichen mit 1 - in der Berech-

"y

nung der Bruchkriterien ergeben.

Die Ubereinstimmung von Versuchswerten mit theoretisch gefundenen
Werten ist fiir GFK-UDV bei Benutzung der Puckschen Hypothesen hiau-
fig recht zufriedenstellend, wie die Bilder 7.6 zeigen, womit je-
doch nicht auf andere Faserverbundarten (CFL, BFK, ChFL) geschlos-
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sen werden kann.

Zum Schlufl sollen noch zwei Bruchhypothesen von Ishai angegebern
werden. Ishai gibt ein erstes FlieBkriterium fiir duktile Faser-

verbunde an 6, \2 (s z=
a2+ 3] = 4 (7.11)

Curtien
und ein zweites filir sprdde Faserverbunde

(___%_)" n (’fﬂ)’; 1 . (.42

6-“3 G.Il B

Die vorgenannten Bruchhypothesen bezogen sich allesamt auf UDV. Mei=-
stens sind jedoch Laminate bzw. mehrschichtige Verbunde (MSV) vor-
handen, die aus einzelnen unidirektionalen Schichten aufgebaut werden,
Hier zeigt sich nun die Praxis, daB die Tragfdhigkeit eines Laminates
noch nicht erschtpft ist, wenn eine Schicht, oder mehrere Schichten
reiflen,
Puck stiitzt sich im Fall des Leminates mittels der gchichtenweise
Spannungsanalyse auf die sogenannte"schichtenweise Bruchanalyse" ab,
geht also auch hier von der Schicht aus, und liberpriift anhand der
Einzelschichten ob FB oder ZFB eintritt. Die schon geriasenen Schichten
berticksichtigt er insofern, als er bis auf E, alle elastischen Kon-
stanten Null setzt, Es ist prinzipiell auch moglich, die E, , Gy 4 Yy,
_nach einem ZFB mit zunehmender Last kleiner werdend anzunehmen,
Gegebenenfalls miissen zur Feststellung des Bruchgeschehens an einer
Stelle des Bauteils zwel oder drei Kriterien berticksichtigt werden.
Es ist dann die Spannungskombination 6. 361,% in derjenigen Schicht
als am kritischten anzusehen [Férster/Knappe], beil der irgendeiner
>§er Kriteriumswerte den hdchsten Wert verglichen mit Eins annimmt.

Puppo-Evensen betrachten direkt das Laminat, ohne die Spannungsver-
teilung in den Einzelschichten auszurechnen. Sie ermitteln sich aller-
dings die Festigkeitseigenschaften des Faserverbundes in den elasti-
schen Hauptachsen (vgl. [Hiitter u.a.}).
Im Fall des ebenen Spannungzustandes fanden Puppo-Evensen die Bezieh-
ungen in Tabelle 7.2, Setzt man darin fiir den isotropen Fall den so-
genannten Interaction-Faktor 7§ = 1, so kommen wir wieder zur Gestalt-
dnderungshypothese. Zur Erzielung einer besseren Ubereinstimmung mit
dem Versuch schlagen Puppo-Evensen eine Korrektur iiber den Exponenten
M vor, der meistens 1 gesetzt wird. Die Funktionen ™% (y) und q(y)
sind in Bild 7.7 angegeben.

Wie die Versuchsergebnisse bei MSV zeigen, fillt der Vergleich mit
den theoretischen Werten aus den Bruchhypothesen oft nicht zufrieden-
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stellend aus. Weiter hingt die Giite der Ubereinstimmung auch sicher-
lich von der betrachteten Faserverbundart ab.

Beli einem Vergleich der jewells zwei gemessenen Kurven in Bild 7.8
stellt sich heraus, daB bei dem Kreuzverbund nach ReiBen der Lings-
schicht gegeniiber dem UDV noch Tragreserven iibrig bleiben. Sowohl
bel Zug als auch bei Schub wird das Laminat spidter als die unidi-
rektionale Einzelschicht zerstdrt. Die schichtenweise Bruchanalyse
liefert diesen Unterschied nicht.

Die Benutzung der Beziehungen von Puppo/Evensen scheint allgemein
bei Laminaten eine recht gute Ubereinstimmung zwischen Versuch und
Theorie zu erbringen, soweit man dies aus Bild 7.6 schlieBen darf,
Auch hier bleibt abzuwarten, wie die Ubereinstimmung bei anderen FK
wie CFK, BFK und ChFK aussehen wird.,



7.1.4 Dehnungskriterien

Allgemeines zum Verfahren der kritischen Dehnungsgrenzen £r, :

Fir isotrope und gquasiisotrope Kunststoffe ist in den vergangenen
Jahren vom Institut fiir Kunststoffverarbeitung (IKV), Aachen, eine
einfache, fiir den mit Kunststoffen bisher wenig vertrauten Konstruk-
teur leicht zugiédngliche Methode fiir eine sichere Festigkeitsrechnung
ausgearbeitet worden. Sie hat ihre Grundlage in der Beobachtung, daf
Eunststoffe beim Uberschreiten bestimmter Zugdehnungen irreversible
Verformungen in Richtung der griBten Zugdehnung erfahren. Je nach
Werkstoffgruppe treten dann FlieBzonen, auch crazes genannt (z.B.
bei amorphen Thermoplasten),Mikrorisse (z.B. bei teilkristallinen
Kunststoffen) oder ein bruchverursachendes Losen adhdsiver oder
kohé@siver Bindungen bei glasfaserverstidrkten Kunststoffen auf (Aus-
zug aus | Menges/Brintrupl).

Weil sich solche Verformungsgrenzen als unabhéngig von der Mehrachsig-
keit der Beanspruchung, von der Temperatur (solange sich der Werk-
stoffzustand nicht &ndert), ebenso vom ZeitfluB und von umgebenden
Medien, soweit sie nicht 16send oder quellend, d.h. den Werkstoff-
zustand &ndernd wirken, und schlieBlich nahezu unabhéngig von ruhen~
der, schwingender oder stofSartiger Beanspruchungsart erwiesen haben,
kann man nach Menges u.a. bei der Dimensionierung mit sehr niedrigen
Sicherheitskoeffizienten auskommen. Die Dehngrenze ¢, ist stets gleich.
Sie wird deswegen von Menges/Alf als eine Materialkonstante bei sich
plastisch verformenden Materialien gedeutet.

Glasfaserverstdrkte Polyester sowie Epoxidharze werden in den
Anwendungsbereich mit einbezogen. Eine Erweiterung auf andere FK
-wie z.B. CFK-ist dem Verfasser nicht bekannt. Die €, -Werte hingen
bei anisotropen Werkstoffen auBBer vom Fasergehalt auch von den
Richtungen ab.

Das Verfahren der kritischen Dehngrenzen stiitzt sich auf die
Beobachtung ab, daB beim Uberschreiten gewisser Dehnungswerte im
FK irreversible Verformungen in Richtung der gréBten Dehnung auf-
treten. Es so0ll mit diesem Verfahren ein gegeniiber den rechen-
intensiveren Verfahren der Spannungskriterien nicht so aufwendiges



entgegengestellt werden, das zudem noch in einem groBeren Ver-
formungsbereich Gililtigkeit besitzt. Dazu werden Dehnungsgrenz-
werte bei einachsiger Beanspruchung mit Hilfe von Kurzzeit-Zug-
versuchen bestimmt. Die Verformungsmessungen werden mit DMS
vorgenommen. Zusdtzlich moglich bei GFK ist die Feststellung der
Dehnungen mit einem Durchlichtverfahren.

Seine Bestdtigung erfuhr das Verfahren bei quasiisotropen GFX-
Laminaten. Auf anisotrope UD-Schichten ist es nach Knappe/
Schneider jedoch kaum anwendbar, da die Bruchdehnungen wie die
Festigkeiten richtungsabhéngig sind. Bei UD-Schichten z.B. wird
die Zugbruchdehnung t, viel eher herbeigefiihrt als die mehrfach
groBere Bruchschiebung (, -

Wird bei dem Verfahren vom UDV auf MSV iibergangen, so wenden Menges
das allgemeine Elastizitdtsgesetz mit den Glgn. (5.58) usf. zur
Erzielung der Hauptdehnungsrichtungen an.

Als Kritik an diesem Verfahren wird in [ Neitzel, 1973] festgestellt,
daB die kritische Dehngrenze nicht unbedingt eine Schiadigungsgrenze
sein muB, wie bestimmte Beanspruchungsfille bewiesen haben. Ferner
zeigt er am Beispiel von Schweillndhten von Thermoplasten auf, dal
an diesen kritischen Stellen {iberhaupt keine dehnungsbezogene Di-
mensionierung mehr moglich ist, weil infolge mehrachsigen Spannungs-
verhaltens die erreichbare Dehnung gegen Null geht.

Die Modellvorstellung fiir die Bildung von FlieBzonen (crazes) und
Mikrorissen gestattet auller der Erklarung des Versagens- und
Alterungsverhaltens auch eine Deutung der durch Orientierungen
und Eigenspannungen aufgrund der Verarbeitung beeinfluliten
Spannungsrifbildung [Menges/RieB]-

Kritische Dehnwerte

Die kritische Dehnung wird von Menges/RieB als die maximal
mogliche, elastische Dehnung von polymeren Werkstoffen unter
positiven Dehnungen definiert, die auch bei langen Belastungs-
zeiten nach einer Entlastung und einer gewissen Erholungszeit
wieder vdllig riickgdngig gemacht wird. Deformationen die zu Werten

kleiner ¢ filhren, haben also keine crazes zur Folge, denn das

Foo
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Material verh#lt sich pseudoelastisch (Bild 7.9, |Menges/Alf|). Die
fepo konnen als Grenze des linear-viskoelastischen Bereiches aufge-
faBt werden. Menges/RieB ermitteln eine Aussage ilber die Grofe von
e aus einer Energie-Gleichgewichtsbetrachtung zwischen der Ener-
gie filir die Bildung einer neuen Oberfldche und der infolge der Be-
lastung freiwerdenden Energie (siehe auch Theorie von Griffith in
Abschnitt 7.2) I

o C
E‘FDD | Ekﬂ’.’: o ﬂ:‘ E. [

(7.13)
mit ¢ = Konstante, L = Linge der potentiellen, d.h. groBlten senkrecht
zur Verformungsrichtung liegenden Grenzfldchen in einem Priifkdrper oder
gedehnten Bauteil (Tabelle 7.3),§ = Grenzfldchenenergie, mit der diese
Grenzfldchen miteinander adhdrieren, E° = Elastiziti#tsmodul der
Partikel kritischer GroRBe. Bei anderen Partikelformen und zugehdrigen
Verformungsrichtungen #ndert sich der Vorfaktor in Glg. (7.13).

Da einige GrdBen bisher experimentell nicht bestimmbar sind, wurde

in einer einschlédgigen Betrachtung aus Melergebnissen an den ver-
schiedensten Thermoplasten errechnet, daB der Modul der Partikel etwa
zehnmal groBer ist, als der an einem Priifkdrper gemessene &dullere Mo-
dul. Dies scheint realistisch, da die Partikel einen hoheren Deforma-
tionswiderstand aufgrund fehlender grober Schwachstellen besitzen
(vgl. § 2) als der Werkstoff. j 188t sich bislang nur abschédtzen.

Aus der Abhéngigkeit des Schubmodg¢uls G von der Temperatur ergibt
sich, daB sie einen entscheidenden EinfluB auf die Hohe des E®-Mo-
duls und damit der kritischen Dehnung hat. Die kritische Dehnung is?t
nur in solchen Bereichen als von der Temperatur unabhdngig anzusehen,
in denen die Schubmodul-Temperatur-Kurve ein Niveau durchlduft. Damit
finden auch RiBbildung und Bruch bei niedrigen Dehnungen - im allge-
meinen als Versprddung bezeichnet - bei Temperaturen unter der Ein-
friertemperatur gegeniiber dem kautschukelastischen Zustand eine Er-
kl&drung.

Die Betrachtung gilt hauptsdchlich fiir amorphe Thermoplaste, beil
denen auch das Entstehen der Crazes im wepsentlichen studiert wurde,
doch folgéh Menges/RieB auch allgemeiner:

1. Bei groben Grenzfldchen wie Fasern wird lber grofle Verformungs-
geschwindigkeitsbereiche hinweg nur eine einzige Grenzdehnung
fiir die Bildung von Ablosungen beobachtet.
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2. Bei Stol} werden Briiche bel etwa den gleichen Dehnungen beobachtet.

3. Bei Schwingung und Zugdeformation in verschiedenen Medien kann
die gleiche kritische Dehnung bestehen bleiben.

Speziell eine Tatsache muRl bei Schwingungsbeanspruchung erwidhnt
werden. Es zelgt die Beobachtung [Menges/RieB], dall bereits vor-
handene Fehlstellen oder FlieBzonen beim Einsetzen der Wechsel-
beanspruchung vielfach weniger gefadhrlich sind als sich neu bilden-
de, weil bel ersteren die Erwdrmung infolge geringerer Kerbschirfe
niedriger ist als bei der sehr scharfen Kerbe eines sich neu entwickeln-
den Risses, dessen Erwdrmung dabei so schnell ansteigt, daB die
néhere Umgebung selbst kalt bleibt, was zu einem sehr schnellen und
streng in der Ebene des ersten Anrisses liegenden RiRfortschritt
fihrt. Somit ist der EinfluB der Wdrmeentwicklung infolge der Ener-
giefreisetzung bei der Mikrorifbildung zu beachten.

Als krit. Dehnwerte geben Menges/Alf fir viele isotrope, amorphe
Thermoplasten 0,7 <€y ¢ 1 %, fiir quasiisotrope GFK-Matten

Ero = 1,2 % ( $=8%) und &, = 0,5 % (¢ = 33 %) an. Eine Auslegung
von PVC-Rohren unter Innendruck mit Hilfe solcher Dehnwerte in
[Neitzel, 1975] fiihrte zu erheblich hdheren Wanddicken als das bis-
herige konventionelle Verfahren.

Dimensionierung von Mattenlaminaten (aus [ Menges/RieB/Empt])

- Gegen MikroriBgrenzen -

Bei Mattenlaminaten treten unter der Wirkung einachsiger Zugbean-
spruchung als Zeichen erster Schiddigung Mikrorisse senkrecht zur
Beanspruchungsrichtung auf. Puck konnte diese Erscheinungen als

Folge lokaler Dehnungsiiberhdhungen im Verbundsystem erkliren. Es
wurde berelts von Memes des Gfteren dargelegt, daB die bei Kunststoffen
unter elnachsigem Zug auftretende Mikrorifbildung auf das Uberschrei-
ten kritischer Dehnungen zuriickzufiihren ist.

Die Konstanz der Verformungsschwellenwerte bei MikroriBbildung 1&R%t
sich mit der GroBtdehnungshypothese beschreiben, bei der fiir die
Anstrengung des Werkstoffs nur die maximal auftretende Dehnung mal-
gebend ist. Die Vergleichsdehnung wird filir die betrachteten Bean-
sﬁéhungsfélle wie folgt formuliert:



ez ST wAregYa
Ev = wmax COR = 2o i T Bae AN ( ~ ,a ) (7.14)

ve = motavpstern
Die Grenzlinien der nach der GriBtdehnungshypothese ertragbaren
Spannungen sind fiir den ebenen Spannungszustand in Bild 7.1C dar-
gestellt.
Ist im Fall mehrachsiger Beanspruchung eines Bauteils das Verhdlt-
nis der wirkenden Hauptspannungen adérund der vorliegenden Bauteil-
geometrie bekannt, so kann man mit Hilfe einer linearen Dehnungssu-
rerposition anhand isochroner Spannungs/Dehnungs—Diagramme,z.B.'w
Biid 7.11)die effektiv vorhandenen Dehnungen in den betrachteten
Richtungen wie folgt ermitteln

'zwtl-iacb-;.'g

] - I
81m=E}¢'—I‘l€2¢_Fq'tlr ( Q.,- ?J'lCl(Pl.-'f‘[.'L‘i.-,‘-ﬂ (?— 45_ |
1 = 5
Edm = €3¢~ [ €1~ Hg E3 “ o :
-r---‘--p--' A 1=l.0--.f1’_r-r'.-.{uh.'-",

E3m = Ejpm PBIE)e flg Foe
dec Lo wermader )

%A”m= effektive, am mehrachsig beanspruchten Bauteil auftretende
Hauptdehnungen,

®.23e = Dehnungen am einachsig beanspruchten Probekirper, zu ent-
nehmen aus isochronen b~fE-Diagrammen.

Die Gultigkeit dieser Beziehungen konnten Menge:u.a. fiir das Zeit-

standverhalten nachweisen.

Nach allem, was bisher bekannt ist, kann man folgern, daf die aus
Kurzzeitversuchen ermittelten Versagensmechanismen(MikroriBbildung)
auch auf das Zeitstandverhalten mehrachsig beanspruchter Matten-
laminate iibertragen werden konnen.

- Gegen Bruchversagen -

Wie Untersuchungen an diinnwandigen Rohren, die durch Innendruck
oder auf Torsion beansprucht wurden, veranschaulichen, kann das
Bruchverhalten von Mattenlaminaten mit der Normalspannungshypothese
beschrieben werden (Bild %.10) .Das Versagen tritt in Form einer
Werkstofftrennung senkrecht zur Richtung der grdBten Hauptzugspan-
nung auf.

Bei technischen Bauteilen liegt die extrem beanspruchte Stelle sehr
h8ufig an einer lastfreien Oberfldche, wo nur ein ein- oder zwei-
achsiger Spannungszustand mdglich ist. Hinsichtlich des ebenen Span-
nungszustands sind in Bild 7.1¢ die Grenzlinien der ertragbaren
Spannungen nach der Normalspannungshypothese fiir den durch die
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Versuche erfaflten Beanspruchungsbereich dargestellt. Die Vergleichs-
spannung ergibt sich zu

G, = wax F, = wav G 3 201G
bzw. in der im vorigen Kapitel benutzen Form
GRalGRNE v L
(-i—lii) % 4 fur ZTB

G
= (7.16)

B ( 51) _ By +Gy 4.qé§£:E1)l+wa

5, 2 - 2
Hierin muB je nach Art der Hauptnormalspannung mit den (.4 oder ¢,
verglichen werden. Die Verh#ltnisse in Bereichen mit iiberwiegender

Druckbeanspruchung sind noch nicht ausreichend untersucht.

Die zugehdrigen Vergleichsdehnungen €,,, sind iiber die Bestimmung
der £;., aus den isochronen G-t-Diagrammen bekannt.

Dimensionierung von Gewebelaminaten (aus [Menges/Brintrup])

Bei unidirektionalen Gewebelaminaten aus Glas lassexsich Rifer-
scheinungen bei Léngs- und Querbeanspruchung entlang der quer zur
Jjeweiligen Lastrichtung ausgerichteten Glasfdden und damit senkrecht
zur grofiten Normalverformung beobachten. Beansprucht man einschich-
tige Rovinglaminate in Richtung der Bewehrung, so lassen sich auch
mit dem Mikroskop - zumindest soweit =2n das bis jetzt beobachten
konnte - keine irgenwie ausgerichteten Risse bis zum oder kurz
vor dem Bruch feststellen. Das Versagen der Probekdrper wird durch
den Bruch einzelner Glasfasern des Verbundsystems ausgelést, die
danr: aus der Matrix herausgerissen werden. Dabei entstehen entlang
solcher herausgezogener Biischel Rissec (Bilder 7.12).

Bei einem solchen Faserbruch muf das Harz Srtlich die urspringlich

von der Faser aufgenommene Last mit iibernehmen. Die Lastiibertragung
von der Faser zur Matrix oder umgekehrt kann aber nur durch Schub-

spannungen in der Grenzfldche erfolgen. An der Enden der Faser bzw.
an solchen Stellen, an denen sich neue Faserenden bilden (Bruch der
Faser) sind die Schubspannungen sehr hoch, zur Mitte der Fasern rin
klingen sie ab.
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Wenn beim Bruch die Fasern aus der Matrix gerissen werden, so
bildet sich senkrecht zu den Hauptspannungen (Bild 7.12) der
(Schubbruch) RiB aus. Die Haupgtspannungen werden gebsidet am
Ende eines Faserrisses aug den dort vorliegenden Schubspannungs-
spitzéﬁ?u%nd sie liegen bei idealer Haftung 2zwischen Faser und
Matrix unter 450 zur Faserachse. Weiter weg von der Faser verringert
sich der Winkel entsprechend der Drehung des Hauptspannungsfeldes,
wobei aber benachbarte Fasern das Bild storen. Bei schlechter
Haftung bewirken die nur mehr gegeniiber den Normalspannungen
kleinen Schubspannungen, daf der RiB unter 90° verlduft. Bei 5pro-
den Harzen konnen die Schubspannungsspitzen nicht abgebaut werden,

s0o wie es bei flieRfdhigen Harzen der Fall ist.

Als Dimensionierungsmethode fir UDV unter zweiachsiger Belastung
werden von lMenges u.a. als erstes die Hauptdehngrenzen E;m

an Biv
und ELw ermittelt undYPolardiagramm der Grenzliniendehnung einge-
zeichnet (Bild 7.13). AnschlieBend werden die Hauptdehnungen unter

der zweiachsigen Belastung entsprechend Bild 7.1% und den Glgn.(556)
Sowie

7 [ 4

f ~Va,
'E."#' E'l -‘E_.; f'-'- 0 B-u
Ez "H = [TE (DL)] L] = [TE] ....%." ;— 0 o, (?'4‘1)
R " i A
l T Bt L O & ||

L4

berechnet, so weit die elastischen Grundkonstanten, die zum Teil
dehnungsabhéngig sind,bekannt sind. Liegen isochrone 0-¢ -Diagramme
vor, so konnen die G«/Ell,‘gx/hund t"‘/e* direkt eingesetzt werden. Es
wird praktisch eine Dehnungssuperposition vorgenommen, der Art

£ = g, + $°€, t25¢C Ty

b 3.18
= (g, -V Sofg)) + S T S

+ GJ‘/E_L) 4 25¢C "%/G*

]
Eay = 8TE, +CTE -l Yy .

Die am UDV unter allgemeiner Beanspruchung meBbare effektive

Dehnung setzt sich also aus drei verschiedenen, einachsig ge-

messenen Dehnungswerten zusammen. Solange die effektiven (Zug-)

Dehnungen innerhald der Dehngrenzlinien liegen, treten keine

Spannungsrisse auf.

Der Ubergang von UDV auf MSV erfolgt mit Hilfe des allgemeinen
Elastizitétsgesetzes fir das Laminat.

7-15



Eine Anwendung der Methode ist dann mdglich, wenn die Spannungen
Bu, 5 By umd T, dJeder Schichi bekannt sind. Damit ist die Berechnung
auf Anwendung der Glg. (7.18) zuriickgefiihrt und gegeniiber den Ver-
fahren von Puck u.a. besteht keine Vereinfachung mehr. Eine Ant-
wort, ob die kritische Dehnung erreicht ist, wird erhalten, in-dem
man die Dehnungskurven jeder Schicht winkelorientiert iiber die
Dehngrenzkurve lxegt (Bild 7.13).

AbschlieBend sei noch festgehalten: Zur Feststellung von Dehnungen
Evy €22%« 1n einem Bauteil dienen DM